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Pregled koris¢enih oznaka

spoljasnji pre¢nik spoljnog prstena [mm]

precnik otvora [mm]

broj kotrljajnih tela

precnik kotrljajnih tela [mm]

srednji precnik lezaja [mm]

radijus staze kotrljanja unutra$njeg prstena [mm]
radijus estaze kotrljanja spoljasnjeg prstena [mm]
pre¢nik unutrasnje staze kotrljanja [mm]

precnik spoljaSnje staze kotrljanja [mm]

poluprecnik centra unutrasnje staze kotrljanja [mm]
poluprecnik centra spoljasnje staze kotrljanja [mm]
radijus zakrivljenosti u pravcu glavne ose [mm)]
radijus zakrivljenosti u pravcu pomoéne ose [mm]
elipti¢ni integrali prve i druge vrste

modul elasti¢nosti prstena i kotrljajnog tela tela [N/mm?’]
glavna i pomo¢na osa elipticnog kontakta

masa kotrljajnog tela [kg]

razlika radijusa zakrivljenosti staza kotrljanja [mm]
talasastost u radijalnom pravcu unutrasnje staze [um]
talasastost u radijalnom pravcu spoljaSnje staze [um]
maks. amplituda talasa na stazama kotrljanja [um]
pocetna amplituda talasa na stazama kotrljanja [um]
talasastost u aksijalnom pravcu unutra$nje staze [um]
talasastost u radijalnom pravcu spoljaSnje staze [um]
duZina luka talasa [um]

broj talasa

Sjovall-ov integral opterecenja

aksijlani zazor [mm]

radijalni zazor [mm]

boc¢no ubrzanje integrisanog leZaja tocka

kontaktna opterecenja sa unutrasnjom stazom kotrljanja [N]
kontaktna opterecenja sa spoljaSnjom stazom kotrljanja [N]
spoljasnje radijalno opterec¢enje [N]

spoljasnje aksijalno opterecenje [N]

sila reakcije u radijalnom pravcu [N]

sila reakcije u aksijalnom pravcu [N]

ekscentrinost spoljasnjeg opterenjenja [mm]

sila prednaprezanja [N]

centrifugalna sila [N]

giroskopski moment [Nmm]
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moment trenja sa unutraSnjom stazom kotrljanja [Nmm]
moment trenja sa spoljasnjom stazom kotrljanja [Nmm]
koli¢ina razvijene toplote na unutra$njoj stazi kotrljanja [W]
koli¢ina razvijene toplote na spoljasnjoj stazi kotrljanja [W]
centrifugalno Sirenje prstenova [um]

Hertz-ova kontaktna krutost [N/mml‘s]

krutost leZaja [N/um]

Nusselt-ov broj

Prantlov broj

Rejnoldsov broj

povriina kontakta sa stazama kotrljanja [mm?]
diametralni moment inercije

polarni moment inercije

vek leZaja [h], [km]

ekvivalentno opterecenje [N]

broj redova kotrljajnih tela

dinamicka nosivost unutras$njeg prstena [N]

dinamicka nosivost spolja$njeg prstena [N]

frekvencija spoljaS$njeg prstena [Hz]

frekvencija unutrasnjeg prstena [Hz]

frekvencija kaveza [Hz]

frekvencija kotrljajnih tela [Hz]

frekvencija vratila [Hz]

nominalni ugao kontakta [°]

ugao kontakta nakon prednaprezanja [°]

ugao kontakta sa unutra§njom stazom kotrljanja [°]

ugao kontakta sa spoljasSnjom stazom kotrljanja [°]
koeficijent toplotnog Sirenja [W/mK]

radijusi zakrivljenosti staza kotrljanja [mm]

Paosonov koeficijent prstena i kotrljajnog tela

naponi na stazama kotrljanja [Pa]

ugao punjenja [°]

Sirina talasa [um]

ugao izmedu kotrljajnih tela [°]

ugaona brzina kaveza [rad/s]

ugaona brzina kotrljajnih tela [rad/s]

ugaona brzina klizanja [rad/s]

ugaona brzina vretena [rad/s]

normalna pomeranja kotrljajnih tela duZ linije kontakta [um]
kontaktne deformacije na unutra$njoj stazi kotrljanja [um]
kontaktne deformacije na spoljasnjoj stazi kotrljanja [um]

toplotno Sirenje kotrljajnih tela [um]
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1.0 UVOD

Od davnina Covek je poznavao princip funkcinisanja leZaja kroz naivne, prirodne pojave
oblika: klizanje po zaledenj povrsini i kotrljanje po drvenim oblicima kao alternative dizanju i
nosSenju. Poceci primene kotrljajnih leZaja, odnosno elemenata koji se koriste u kotrljajnim
lezajima kakve danas poznajemo, vezuju se za sam pocetak razvoja ljudske civilizacije, odnosno
kada je Covek primetio da mu je potreban manji napor da bi teret vukao preko kotrljajnih ,,tela
nego da ga vuce preko povrSine.

Konkretna upotreba leZaja zazivela je tek nakon industrijske revolucije. Konstruktori su se
na pocetku pre opredeljivali za klizne leZaje jer se tehnologija njihove izrade brZe razvijala.
Tokom Sezdesetih godina proslog veka pocinje ekspanzija upotrebe kotrljajnih lezaja. Razlog za
porast upotrebe ovih lezaja u vezi je sa razvitkom specijalnih Celika. Upravo ovi celici su
omogucili izradu kvalitetnijih kotrljajnih lezaja, dok je razvoj maSina alatki omogucio postizanje
veoma precizne geometrije elemenata lezaja Sto je znacajno produZilo vek lezaja.

Kotrljajni lezaji su jedni od najrasprostranjenih masinskih elemenata. Gotovo da nema
masine, aparata ili uredaja, a da u svojoj konstrukciji ne sadrze veci ili manji broj kotrljajnih
lezaja. U mnogim slucajevima se smatraju kriticnim elementima u sklopu, od ¢ijih radnih
sposobnosti u mnogom zavisi funkcionalnost, pouzdanosti 1 eksplataciona svojstva celokupnog
sklopa u koji se ugraduju. Medutim, kvalitet lezaja sam za sebe nije dovoljan za ostvarenje svih
zahteva koji se pred njega postavljaju. Samo pod idealnim uslovima kotrljajni leZaji mogu da
ostvare sve svoje projektovane karakteristike.

Veé¢ u samom projektovanju leZaja veoma je vazno sistematski predvideti medusobno
povezane uticaje statickih, dinamickih i toplotnih karakteristika za razliCite uslove eksploatacije.
Efekti statickog, dinamickog i1 toplonog ponaSanja leZaja moraju sa velikom izvesnoS¢u biti
predvideni joS u fazi projektovanja. Za postizanje najpovoljnije konstrukcije, definisani staticki,
dinamicki i toplotni model mora da uzima u obzir veliki broj parametara koji uti€u na ponaSanje
odgovarajuceg lezaja. Za ocenu valjanosti pojedinih konstrukcionih reSenja postoji niz
kriterijuma sa znaajnim medusobnim razlikama, Sto jo§ viSe ukazuje na aktuelnost ove
problematike kako sa teorijskog tako i sa prakticnog stanoviSta. Problematika identifikacije
ponasanja proizvoda u eksploataciji jo§ u fazi projektovanja i danas predstavlja podrucje
interesovanja velikog broja istraZivaca, posebno u domac¢im uslovima gde primena savremenih
metoda i opreme joS uvek nije na zadovoljavaju¢em nivou.

Razvijeno programsko reSenje je namenjeno za utvrdivanje uticaja kostrukcionih
(zazora/preklopa, prednaprezanja, krutosti), tehnoloskih (hrapavosti, talasastosti) i eksplatacionih
parametara (temperature, broja obrtaja) na staticko i1 dinamicko ponaSanje kugli¢nih
lezaja/lezajnih sklopova, odnosno identifikaciju ponasanja u eksploataciji i odredivanje veka.
Ovo omogucava da se joS u fazi projektovanja sa Sto vecom pouzdanoscu predvidi ponaSanje
lezaja u eksploataciji.
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2.0 NAUCNO-STRUCNE PODLOGE TEHNICKOG RESENJA

Kugli¢ni leZaji predstavljaju sloZzen sistem za modelovanje sa velikim brojem ulaznih i
izlaznih parametara i kompleksnim fiziCkim i hemijskim procesima koje se javljaju tokom
njihove eksploatacije. Iz tih razloga je prakticno nemoguce formirati jedan sveobuhvatni
matematicki model za analizu ponaSanja leZaja. Zbog toga se u prakti¢noj primeni pri
postavljanju matematickog modela, paznja viSe posvecuje parametrima koji uti¢u na ponasSanje
lezaja u esploataciji [51]. Najvazniji parametri koji uticu na ponasSanje lezaja su: raspodela
opterecenja na kotrljajnim telima, veli€ine kontaktnih napona i deformacija, promena ugla
kontakta, zazora ili preklopa, temperature, nivo vibracija i geometriska nesavrSenost staza
kotrljanja 1 sl. [3]. Razmatranje ovih parametara zahteva podelu sveobuhvatnog staticko-
toplotno-dinamic¢kog matematickog modela na podmodele, u zavisnosti od karaktera fizickih
pojava koje oni opisuju i ponasanja koje se Zeli sa njima ispitati [51].

Matematicki model za analizu ponaSanja leZaja se obi¢no se sastoji od pet podmodela:
statickog, dinamickog, triboloskog, toplotnog i modela za odredivanje Zivotnog veka leZaja [51-
52]. Statickim modelom se definiSu karakteristike raspodele spoljaSnjeg opterecenja, intenzitet
opterecenja pojedinih kotrljajnih tela, ugao kontakta kotrljajnih tela sa stazama kotrljanja, kao 1
krutost samog lezaja. Dinamicki model predstavlja sistem jednacina kretanja prstenova i
kotrljanih tela u funkciji vremena. Najvaznija izlazna karakteristika iz ovog modela jeste spektar
vibracija elemenata lezaja. TriboloSki model opisuje trenje i habanje staza kotrljanja leZaja. Ovaj
model je veoma sloZen, jer obuhvata statiku, kinematiku i dinamiku leZaja, kao i hidrodinamicko
podmazivanje. Iz tih razloga ne postoji jedan opsti triboloSki model. Toplotni model definiSe
zakone nastajanja 1 rasprostiranja toplote u elementima leZaja. Proraun temperaturnih polja i
toplotnih dilatacija elemenata lezaja danas se relativno lako reSava pomocu metode konac¢nih
razlika ili metode konasnih elemenata. Model za odredivanje veka leZaja ima za cilj da utvrdi
vek otkaza leZaja, kao i staticku i dinamiCku nosivost lezaja. Prvi model za odredivanje veka
lezaja je model Palmagren-Ludenverg-a, zasnovan na teoriji razaranja Weibull-a. Ovaj model je
kao takav postao i osnova ISO standarda za odredivanje veka lezaja. Odredeni broj autora se
bavio ovom problematikom Harris [15-17], O Brieni [41], Zaretsky [50]. Svi oni su uglavnom
definisali modifikovane modele putem raznih korektivnih faktora na osnovni model razaranja
kotrljajnog leZaja. Medutim, eksperimentalna istraZivanja su pokazala da se nijedan od njih ne
moze generalizovati i primeneti na sve leZaje i njihove uslove rada.

Cilj razvoja matematickih modela za analizu ponaSanja kotrljajnih leZaja je sveobuhvatnije
opisivanje karakteristika i ponasanja lezaja u eksplatacionim uslovima. Ovo je mogucée uz
uzimanje Sto je moguce veceg broja uticajnih faktora i pojava koji se javljaju tokom
eksploatacije. S druge strane, matematicki model treba da uspostavi zavisnost izmedu ulaznih i
izlaznih parametara leZaja koji neposredno opisuju kvalitet leZaja u skladu sa konstrukcionim,
tehnoloskim i ekspatacionim zahtevima [52].

Prethodno navedene Cinjenice su osnovni razlozi za neprestanu aktuelnost istraZivanja u
oblasti ponaSanja kotrljajnih lezaja. U cilju poboljSanja konstrukcije lezaja i uleziStenja veliki
broj autora se bavi problematikom razvoja matematickih modela za analizu ponaSanja leZaja u
eksplataciji. Ova istrazivanja se mogu podeliti u tri oblasti:

1. Matematicki modeli za istraZivanje statickog ponaSanja

2. Matematicki modeli za istraZivanje toplotnog ponaSanja

3. Matematicki modeli za istraZivanje dinamickog ponaSanja




Programsko reSenje za analizu ponasanja kuglicnih leZaja

2.1 Matematicki modeli za istrazivanje statickog ponasanja

Sirok teorijski pregled problematike kotrljajnih leZaja prikazuje Harris T.A [15-17] u knjizi
Rolling Bearing Analysis. Od trenutka pojavljivanja do danas ova knjiga za vecinu istraZivaca u
svetu predstavlja osnovnu literaturu u oblasti proracuna kotrljajnih lezaja. Harris, T.A., Michael
N. K. [16] daju osnovne podloge u oblasti primene, konstrukcije i osobina kotrljajnih lezaja. U
knjizi su za razliCite tipove detaljno objaSnjene i matemati¢i opisane teorijske postavke
unutrasnje i spoljasnje geometrije leZaja, raspodele opterecenja, kontaktnih napona i deformacija,
kinematike, trenja i podmazivanja leZaja, kao 1 karakteristike materijala za leZaje. U daljem radu
Harris, T.A., Michael N. K. [17] se bave primenom leZaja u ekstremnim uslovima rada, lezajima
opterecenim izrazitim dinamickim 1 sloZenim opterecenjem, kao 1 visokobrzinskim leZajima.
Autori su obradili nekoliko jedinstvenih tema, ukljucujuci i matematicke modele za raspodelu
opterecenja u uslovima visokih brojeva obrtaja, kombinovanog opterecenja, uzimajuci u obzir
inercijalne sile koje se javljaju pri obrtanju kuglica. Takode se u predloZenim matematickim
modelima uzima u obzir i uticaj podmazivanja i trenja na stazama kotrljanja leZaja

Ranih 60-tih godina dvadesetog veka Jones [31] je predstavio opsti model lezaja kao
slozen mehanicki sistem za odredivanje elasto-deformacionih osobina idelanih leZaja bez
greSaka makro i mikro geometrije prstenova i kuglica. Ovaj model je dalje u svojim radovima
razvijao Harris [16]. Osnovu modela €ini teorija kontaktnih napona Hertz-a. Pri tome se u obzir
uzimaju centrifugalne sile i giroskopski moment koji deluju na kuglicu. Na osnovu staticke
ravnoteZe kontaktnih i inercijalnih sila, na svakoj kuglici leZaja formira se sistem jednacina koji
se reSava u zavisnosti od vremena. Ovaj model razjaSnjava mehaniku kotrljajnih lezaja, kao
staticki nelinearnog elasti¢nog sistema. Nedavno je Houpert [24,25] proSirio rad Harris-a na
sistem sa pet stepeni slobode za jednoredne kugli¢ne lezaje, pri ¢emu su ulazni podaci relativna
pomeranja prstenova, a ne sile i momenti.

Danas se veci broj autora bavi razmatranjem kontaktnih sila i deformacija na bazi Hertz-
ove teorije kontakta [16, 45], ili na bazi elipticnih integrala [2], [13]. Analiticki pristup
odredivanja veze izmedu sila i deformacija je prikazan u radu [6], koji se delimi¢no bazira na
kinematici kugli¢nih lezaja pri delovanju sila usled obrtanja kotrljajnih tela. Mnogi autori su
probleme ponaSanja kugli¢nih leZaja, kao Sto su optere¢enja [36], matrice krutosti [24] ili
promene ugla kontakta [1], [45] reSavali numeri¢im metodama. Tamura i dr. [44] su teorijski
odredili krutost kuglicnog lezaja optereCenog konstantnom koncentricnom radijalnom silom.
Gargiulo [14] je razvio novi sistem jednacina za odredivanje pocetne krutosti kotrljajnih
elemenata leZaja.

Antoine i saradnici [1,2] predlazu dve nove, priblizne, metode za odredivanje ugla
kontakta na spoljasnjem i unutraSnjem prstenu leZaja, u zavisnosti od prednaprezanja i brzine, za
slucajeve promenljivog prednaprezanja. Metode baziraju na Hertz-ovoj teoriji kontakta. Polazi
se od predpostavke da je sila prednaprezanja konstanta i da ne uti¢e na brzinu i promenu ugla
kontakta. Pri reSavanju sistema jednacina, smatra se da na odredenoj brzini, za odredeno
prednaprezanje, dolazi samo do ponisStavanja aksijalnog zazora, odnosno da nema aksijalnih
deformacija.

S obzirom da se Hertz-ova teorija kontakta bazira na velikom broju tabelarnih podataka, a
ona daje osnovne ulazne podatke za John-Harris-ove metodu Kang i dr. [32] modifikuju ovu
metodu. KoriS¢enjem metode konacnih elemenata i empirijskih relacija modifikovana je veza
(eksponent) izmedu opterecenja i deformacija u Hertz-ovoj teoriji kontakta.
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Bourdon A. i dr. [6,7], predlazu opStu metodologiju za nelinearno modelovanje ponaSanja
kugli¢nih i valjkastih lezaja. Razvijeni su modeli matrice krutosti sloZzenih mehanickih sistema, s
ciljem da se predvidi staticCko ponaSanje, opterecenje 1 raspodela napona. Metod je primenjen za
odredivanje deformacija prstena leZaja za menjaCe automobila i helikoptera. Za sve razmatrane
slucajeve, deformacije prstena leZaja su znacajno uticale na promenu ugla kontakta i raspodelu
opterecenja.

2.2 Matematicki modeli za istrazivanje toplotnog ponasanja

Toplotne karakteristike leZaja se menjaju u zavisnosti od uslova, kao §to su: pocetni zazori,
toplotne deformacije elemenata lezaja i uslova hladenja. Sam leZajni sklop se sastoji od
kotrljajnih elemenata, prstenova, i toplote koja se prenosi kroz njih. Toplota izaziva promenu
kontaktnog pritiska u leZaju, Cime utice na grani¢ne uslove kao S$to su: koli¢ina razvijene toplote,
toplotna kontaktna provodljivost, dinamicka krutost, prigusenje.

Karakterizaciju toplotnih izvora i ponora na sklopu glavnog vretena medu prvima je izvrsio
Bossmanns [4], ukljucujuci u racunarski model, sve toplotne izvore i ponore kao i mehanizme
prenosa toplote kod lezaja u zavisnosti od broja obrtaja i prednaprezanja. Razmatrano je
uleZiStenje sklopa glavnog vretena hibridnim leZajima (leZaji sa keramickim kuglicama). Pri
postavljanju matematickog modela centrifugalni i giroskopski efekti u lezaju su zanemareni, ali
su ukljuceni svi vidovi prenosa toplote. Primenom definisanog modela moguce je predvideti
porast temperature na lezajima za Sirok opseg brojeva obrtaja.

Takode, Bossmanns i Tu u svom radu [5] predstavljaju model toka energije, Sto je prvi
korak za definisanje celokupnog toplotno-mehanickog modela visokobrzinskih lezaja. Ovaj
model toka energije ukljuCuje osnovne izvore energije lezaja kao Sto su: razvijena toplota na
lezajima sa kosim dodirom pod uticajem broja obrtaja, razvijena toploda usled podmazivanja,
razvijena toplota od pogonskog elektromotora i razvijena toplota usled viskoznog smicanja
vazduha pri obrtanju elemenata lezaja. Prednaprezanje leZaja je u matematiCkom modelu
zanemareno.

Chi, Tu i Kamman [11] su toplotni model proSirili menjaju¢i krutost lezaja i
prednaprezanje pri ¢emu su konstatovali da porast temperature utiCe na promenu sila
prednaprezanja i do 44 %. Na taj nacin su dobili kombinovani toplotno-mehanicki model. Ovaj
kombinovani model su analizirali metodom konacnih elemenata. Cilj analize metodom konacnih
elemenata je da se objasni promena dinamicCkih karakteristika vretena nakon $to dode do
toplotnog Sirenja.

Jedrzejewski, J, i saradnici [29,30] su sproveli racunarsko modelovanje (primenom metoda
konac¢nih elemenata i metoda konacnih razlika) toplotnog ponaSanja visokobrzinskih glavnih
vretena uleZiStenih kugli€nim leZajima sa kosim dodirom sa ¢elicnim i keramiCkim kuglicama
pri razli¢itim uslovima hladenja. Autori takode konstatuju da dolazi do promene prednaprezanja
lezaja sa promenom temperature za obe vrste razmatranih lezaja.

Kim S., i Lee S., u [33] prikazuju matematicki model za predikciju toplotno-elasticnog
ponaSanja 1 viSekriterijumsku optimizaciju sklopa glavnog vretena uleZiStenog kuglicnim
lezajima sa kosim dodirom u zavisnosti od broja obrtaja, geometrijskih parametara, uslova
hladenja i toplotnih deformacija. Numeri¢ke relacije za nestacionarno toplotno-elasticno
ponasanje, kao i optimizacijske promenljive su definisane koriS¢enjem eksperimentalne
metodologije.
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U vecini prethodnih radova toplotna otpornost, kontakta otpornost i promena koli¢ine
razvijene toplote sa temperaturom je zanemarivana pri analizama toplotnog ponasanja leZaja. Da
se u vecini slucajeva ove karakteristike ne mogu zanemariti pokazuju Min X. i dr. [39] koji u
radu definiSu model na osnovu modela iz rada [4], s tim da analiziraju porast temperature na
kuc¢istu u blizini leZaja. U modelu je uzeta u obzir i koli¢ina generisane toplote na leZajima, kao
jedan od glavnih izvora toplote. Poredenjem sa eksperimentalnim rezultatima dolazi se do
zakljuCka da ovakav model daje pribliZnije rezultate eksperimentalnim nego model bez ova dva
parametra.

Sun, M. i dr. [43], definiSu matematicki model leZaja, koji obuhvata izvor toplote
promenljiv sa vremenom, kontaktnu provodljivost i prednaprezanje. Za istraZivanje uticaja
toplotnih deformacija na krutost glavnog vretena, lezaji su definisani tako da su staticke i
dinamicke karakteristike predstavljene prema konceptu toplotno-elasticne zatvorene petlje. Na
ovom modelu je prvo variran kontaktni pritisak u leZaju, koji znacajno utie na performanse
masine alatke, i moZe biti izraCunat na osnovu toplotnih i mehanickih karakteristika kao $to su:
pocetni zazor izmedu spoljasnjeg prstena i kucista i unutrasnjeg prstena i glavnog vretena, izvori
toplote i uslovi hladenja.

2.2 Matematicki modeli za istraZivanje dinamic¢kog ponasanja

Istrazivanja dinamickog ponaSanja kotrljajnih leZaja obavljaju se u cilju smanjenja buke i
vibracija, povecanja radnog veka, povecanja krutosti, brzohodnosti i tacnosti obrtanja, te razvoja
metoda za dijagnostiku 1 nadzor leZaja. S obzirom da na lezajni sklop deluju sile promenljivog
intenziteta, pravca i smera pri kotrljanju tela po stazama kotrljanja nastaju elasti¢ne deformacije.
Ove deformacije ne spadaju u Cisto periodi¢ne vibracije, zbog nelinerane zavisnosti izmedu
kontaktnih deformacija i kontaktnih sila. Ovakve vibracije ¢e nastati i pri idealnoj geometriji
lezaja.

Delovanje inercijalnih sila na kotrljajna tela se prenosi na kavez. Usled delovanja ovih sila
na kavez, kuglice ne zauzimaju jednake razmake (nisu podjednako rasporedeni) Sto takode ima
uticaja na celokupno dinamicko ponaSanje lezaja i sklopa u koji je ugraden. Matematicki model
nelinearnog kontakta izmedu kaveza i kuglica pomoc¢u Hertz-ove teorije kontakta prvi razmatraju
Nataraj i Harsha [40], pri cemu Harsha [22] u matematicki model uvodi i uticaj broja kotrljajnih
tela koja prenose opterecenje.

Matematicki model za anlizu vibracija usled elemenata strukture leZzaja pod uticajem
zazora je prikazao Harsha S. P. [23 ]. Model je definisan za tangencijalno kretanje kotrljajnih
elemenata, kao 1 unutraSnjeg 1 spoljaSnjeg prstena, koriste¢i nelinearne izvore, kao Sto su Hertz-
ova kontaktna sila i unutrasnji radijalni zazor. Autor uzima u obzir i raspored optere¢enja od
bezkontaktnog do kontaktnog stanja izmedu kotrljajnih elemenata i spoljasnjeg prstena. Kontakt
izmedu kotrljajnih elemenata i prstena se smatra kao nelinearna opruga, koja deluje jedino pri
sabijanju, simuliraju¢i kontaktnu deformaciju 1 rezultuju¢u silu. Nelinearna krutost se
proracunava primenom relacija Hertz-ove teorije za eleasti¢ne kontaktne deformacije. Analiziran
je 1 uticaj radijalnog zazora na ponasanje kotrljajnih elemenata, koja pokazuju periodi¢na, kvazi
— periodi¢na i haoti¢na kretanja.

Upadhyay i dr. [46] proSiruju istraZivanje iz rada [23], ispituju¢i dinamicko ponaSanje
neuravnotezZenog rotora uleziStenog kotrljajnim leZajima sa prigusenjem, stavljaju¢i poseban
akcenat na nelinearni aspekt. Uzima se u obzir nelinearnost sistema rotor — lezaj, uglavnom usled
Hertz-ovog kontakta, i uticaja radijalnog zazora. Modelovanje je definisano kao oscilovanje
sistema opruga — masa — prigusSenje. Kretanje neuravnoteZenog rotora se kategorizuje odnosom
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prinudna/sopstvena frekvencija sistema, kao harmoni¢na, pod harmoni¢na, kvazi periodi¢na i
haoti¢na. PonaSanje kotrljajnih elemenata leZaja je od velikog znacaja za ve¢inu maSina. Usled
postojecih razliCitosti montaze 1 unutraSnjih zazora u leZaju, prisutno je znafajno nelinearno
ponasanje u slucaju sistema uleZiStenja rotacionih delova. Medutim, poSto su ugaone brzine
promenljive, u prakticnim pojavama na svim rotacionim uredajima, potrebno je razmotriti i
njihov uticaj. Uticaj promene ugaone brzine leZaja su izvrSili Lioulios i Antoniadis [37]. Autori,
razmatraju dinamicki model horizontalnog rotora, koji je uleZiSten kuglicnim lezajima sa
radijalnim zazorom, uzimaju¢i u obzir kontaktnu silu izmedu kuglica i prstena, kao i uticaj
unutra$njeg radijalnog zazora. Villa i dr. [47] prikazuju nelinearnu dinamicku analizu
fleksibilnog rotora, koji je neuravnotezen i uleZiSten kuglicnim leZajima. Kotrljajni elementi
lezaja se modeluju kao model sa dva stepena slobode, pri ¢emu se uzima u obzir kinematika
kotrljajnog elementa, kao i unutrasnji zazor i Hertz-ova nelineranost usled kontaktnih elemenata.
Kako bi se izvrSio proracun periodicnog odziva nelinearnog sistema, u radu je primenjena
metoda harmonijskog balansa.

Cermelj i Boltemar [9] medu prvima uvode integrisani pristup u prenosu vibracija leZzaja u
generalizovanom smislu, gde se lezaj predstavlja kao trodimenzionalni model sa tri stepena
slobode. Na osnovu dinamicke analize na modelu sa viSe stepeni slobode, prethodno utvrdeni
trodimenzioni model leZaja koriS¢en je u sintezi frekventnog domena sa analitickim, numerickim
i eksperimentalnim modalnim analizama, u cilju dobijanja svih dinamickih osobina sistema.
Ovakav pristup razgrani¢ava nelinearni model leZaja od linernog modela preostalih elemenata
sistema kao §to su vreteno i kuciste.

Crawford i Long [13] razvijaju analiti¢ki dinamicki model kugli¢nih leZaja uz razmatranje
uticaja kinematskih i statiCkih parametara na dinamicko ponaSanje leZaja. Ovim modelom se
mogu analizirati napon i naprezanje elemenata pod opterecenjem usled: (1) prednaprezanja, (2)
spoljasnjeg aksijalnog, radijalnog i optere¢enja momentom, (3) centrifugalnog i giroskopskog
opterecenja kotrljajnih tela. Model sa Sest stepeni slobode, za kretanje kaveza je opisan u
rotacionom (pokretnom) koordinatnom sistemu, koji u velikoj meri pojednostavljuje kvazi-
statiCke relacije u vecini slucajeva.

Choudhury i Tandon [12] predstavljaju teorijski model za odredivanje odziva vibracija,
razmatraju¢i uticaj talasastosti na stazama kotrljanja. Meyer i dr. [38] prikazuju matematiCku
tehniku za predvidanje komponenti spaktra vibracija nastalih zbog uticaja zakoSenja i
ekscentricnosti staza kotrljanja, 1 talasastosti spoljasnje staze kotrljanja. Matematicke relacije su
izvedne za radijalna pomeranja stacionarne staze kotrljanja. Jang i Jeong [26] predlazu model sa
pet stepeni slobode za ispitivanje uticaja talasastosti na vibracije leZaja. Oni razmatraju i uticaj
centrifugalne sile i giroskopskog momenta na kuglice. Jang i Jeong [27] postavljaju analiticki
model za odredivanje vibracija usled talasastosti kuglica leZaja, pri ¢emu uzimaju u obzir
centrifugalnu silu i giroskopski moment kuglice. Talasastost kotrljajnog elementa je modelovana
sinusoidnom funkcijom koja se nalazi u poziciji vektora centra krivine putanje. Hertz-ova teorija
kontakta je primenjena pri proracunu elasticnih deformacija i nelinearnih sila kontakta.
Centrifugalna sila 1 giroskopski moment kuglice i talasastost kotrljajnih elemenata obuhvaceni su
kinematskim ograni¢enjima i jednacinom ravnoteze sila za kuglicu. Analiticki model sa dva
stepena slobode za dobijanje nelinearnog odziva vibracija pod uticajem talasastosti kotrljajnih
tela i broja kotrljajnih tela razvijaju Harsha i Kankar [19]. Dalje, isti autor u radu [20], na istom
matematicCkom modelu istraZuje uticaj talsastosti staza kotrljanja na nelinearni odziv vibracija
kugli¢nog lezaja. Za definisanje komponenti talasastosti autori su razvili raCunarski program,
koji talasastost prikazuje kao sinusnu funkciju.
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U prethodnim radovima su razmatrani pojedinacni uticaji nelinearnih parametara lezZaja na
njegovo dinamicko ponasanje. Matematicki model koji uzima u obzir izvore nelinearnosti poput
Hertz-ove kontaktne sile, talasastosti staza kotrljanja i kotrljajnih tela, promenu deformacija i
unutrasnjeg radijalnog zazora, kao rezultat prelaska iz bezkontaktnog stanja u kontaktno stanje
izmedu kotrljajnih elemenata i prstenova, prikazali su Harsha i dr. u radu [20] za kugli¢ne leZaje
i Wang i dr. [48] 1 Harsha u radu [21] za valjcaste leZaje. U radovima su svojstva nelinearne sile
lezaja, koja deluje na sistem, redukovana odgovaraju¢om integracijom, kako bi se povecala
numericka stabilnost i skratilo vreme analize sistema. Autori konstatuju da leZaji pri razmatranju
pomenutih parametara pokazuju periodi¢no, kvazi — periodi¢no i1 haoti¢no kretanje.

Changqing i Qingyu [10] prikazuju opsti dinamicki model za ispitivanje dinamickih
karakteristika sistema rotora, koji je uleZiSten kugli¢nim leZajima, pod uticajem unutraSnjeg
zazora i talasastosti spoljasnje staze kotrljanja koja je u ovom slu¢aju obrtna. Matematicki model
obuhvata uticaje centrifuglane sile kuglice i giroskopskog momenta. Brzina kaveza se smatra
promenljivom u odnosu na vremenski parametar, koji je u vezi sa obimnom brzinom kuglica.

3.0 TEORIJSKE PODLOGE ZA RAZVOJ PROGRAMSKOG
RESENJA ZA ANALIZU PONASANJA KUGLICNIH
LEZAJA

Sveobuhvatna analiza leZaja podrazumeva kompleksno ispitivanje parametara koji uticu na
ponasanje leZaja u eksploataciji. Za ovakve analize se moraju koristiti metode koje omogucavaju
uzimanje u obzir §to veceg broja parametara koji definiSu elemente strukture leZaja i uslove za
njegovo funkcionisanje pri razli¢itim eksploatacionim uslovima. Posebno treba uzeti u obzir
uticaj broja obrtaja, geometrijskih nesavrSenosti i spoljasnjih optereCenja na dinamicke
karakteristike leZaja, uticaj promene elasticnih deformacija 1 dinamickih karakteristika usled
promene toplotnog stanja lezaja.

Kotrljajni lezaji su prakticno sloZeni za simulaciju, zbog nelinearnosti samog sistema,
sloZenosti mehanickih pojava i fenomena koji se deSavaju u samom leZaju tokom rada. Da bi se
ispitao uticaj konstrukcionih, tehnoloskih i eksploatacionih parametara na ponaSanje kugli¢nih
lezaja, razvijen je opSti model za komleksnu analizu ponasanja kugli¢nih lezaja. Opsti model je
definisan na bazi slede¢ih matematickih modela:

statickog,

toplotnog,

dinamickog i

modela za odredivanje veka leZaja

b

3.1 Opsti matematicki model za analizu ponasanja kugli¢nih lezaja

Za analizu ponaSanja kuglicnih leZaja razvijen je matematicki model sa pet stepeni
slobode. Opsti algoritam za sveobuhvatnu analizu ponasanja kugli¢nih lezaja sa kosim dodirom
je prikazan na slici 1. Ulazne karakteristike predstavljaju osnovne konstrukciono-tehnolosko-
ekspatacione karakteristike kotrljajnog lezaja kao Sto su: pocetno prednaprezanje, unutrasnja
geometrija leZaja, materijal prstenova i kotrljajnih tela, radni uslovi itd.. Kao izlazne
karakteristike dobijaju se parametri koji definiSu i odreduju stanje kotrljajnih lezaja.
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Odredivanje elasticno-deformacionih karakteristika leZaja vrSi se u okviru statickog
modela. Ako se razmatra uticaj temperature, onda se u toplotnom modelu odreduju koli¢ina
generisane toplote i raspored temperatura na elementima leZaja u zavisnosti od elasti¢no-
deformacionih karakteristika. U tom slucaju se u statickom modelu izraCunavaju stvarna
kontaktna opterecenja i prednparezanje lezaja na osnovu pocetnih vrednosti 1 temperatura na
elementima leZaja. Na osnovu prethodnih parametara se odreduje krutost lezaja bez ili sa
uticajem temperature. Ako krutost leZaja zadovoljava unapred definisane vrednosti, onda se u
dinamickom modelu odreduju dinamicke karakteristike lezaja, dok se u modelu za odredivanje
veka, izraCunava vek leZaja sa ili bez uticaja temperature. U slucaju da krutost lezaja ne
zadovoljava, vr§i se promena ulaznih parametra kao Sto je: unutrasnja geometrija leZaja ili
pocetni preklop/zazor. U nastavku ¢e biti prikazane teorijske postavke za matematiCko
modelovanje ponasanja kugli¢nih leZaja.

OPSTI MATEMATICKI MODEL ZA ANALIZU LEZAJA

Ulazni parametri Matematicki modeli Izlazne karakteristike
Konstrukcioni parametri > Ugao kontakta
onstruxciont parametr »|  Staticki model Kontaktna opterecenja
- spoljasnja geometrija S .
e V. > Naponi na stazama kotrljanja
- unutrasnja geometrija —> .
o . .. Krutost
Mehanicka svojstva materijala
Dinami&ki model »| Frekvencije elemenata lezaja
Amplitude ubrzanja
(pomeranja)

Tehnoloski parametri
- talasastost

- hrapavost
»  Toplotni model »| Moment trenja
> Koli¢ina razvijene toplote
Koeficijenti prenosa toplote
Temperature
Eksplatacioni parametri Model za
- broj obrtaja odredivanje veka
- temperatura lezaja Vek leZaja

Slika 1. Matematicki model za komlpleksnu analizu ponasanja leZaja

3.2 Teorijske osnove programskog resenja za analizu statickog ponasanja

U zonama dodira kotrljajnih tela i staza kotrljanja pri kontaktnim optere¢enjima nastaju
naponi u glavnim pravcima koji su daleko iznad uobicajenih kod ostalih masSinskih elemenata.
Staticki posmatrano, oslonac staza kotrljanja-kotrljajno tela-staza kotrljanja, predstavlja staticki
neodredeni sistem. Takav sistem je teSko reSiv uobicajenim matematickim metodama, i postaje
veoma kompleksan kada se u obzir uzmu 1 uticaji zazora u leZaju kao i promena ugla kontakta
usled dejstva, kako statickih sila tako i centrifugalnih sila i giroskopskog momenta.

Matematicki model za analizu statickog ponaSanja kuglicnih leZaja je razvijen na bazi
Hertz-ove teorije kontakta i John-Harris-ove raspodele optereCenja na Kkotrljajna tela.
Programsko reSenje za analizu statickog ponasanja omogucava odredivanje krutosti u svim
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pravcima za svako kotrljajno telo, staticke i dinamicke nosivosti na bazi ekvivalentnih
kontaktnih opterec¢enja za svaku stazu kotrljanja. Matematicki model je proSiren uvodenjem
uticaja temperaturnih dilatacija, preklopa/zazora i talasastosti staza kotrljanja u staticke jednacine
ravnoteZe. U matematiCkom modelu je definisana i nova seobuhvatna matrica krutosti koja
uzima u obzir prekop/zazor u leZaju kao i toplotne deformacije elemenata leZaja. Takode u
modelu je uklju¢eno i delovanje sila inercije (centrifugalna sila i giroskopski moment) na
kotrljajna tela.

3.2.1 Kontaktne sile, naponi i deformacije kugli¢nih lezaja

Osnovu za odredivanje kontaktnih napona i sila na kontaktnim povrs§inama kotrljajnih tela i
staza kotrljanja ¢ini klasi¢na Hertz-ova teorija kontakta, koja se zasniva na utvrdenoj zavisnosti
izmedu geometrije kontaktnih povrSina i relativnog pomeranja elemenata leZaja. Hertz-ova
teorija kontakta se zasniva na slede¢im pretpostavkama [15]:

Materijali delova u kontaktu su homogeni 1 izotropni,
PovrS$ine delova u zoni kontakta imaju kontinualan geometrijski oblik,
Opterecenje delova u kontaktu ima pravac zajednicke normale u tacki kontakta,

el S

Opterecenje koje deluje na kotrljajna tela izaziva u oblasti kontakta samo elasticne
deformacije.

Prema Hertz-ovoj teoriji, kontakt izmedu kotrljajnih tela i staza kotrljanja kod kugli¢nih
lezaja se ostvaruje u neoptereCenom stanju u tacki. Pod dejstvom spoljasnjeg opterecenja u zoni
kontakta formira se kontaktna povrSina oblika elipse za kuglicne lezaje. Oblik i veliCina
kontaktne povrSine zavisi od intenziteta spoljasSnjeg opterecenja, elasti¢nih osobina elemenata
lezaja i radijusa zakrivljenosti staza kotrljanja. Na osnovu prethodnog i pod pretpostavkom da
oba tela u tacki kontakta imaju zajednicku tangentnu ravan i zajednicku normalu u kojoj lezi sila
opterecanja, kontakt izmedu kotrljajnog tela i staza kotrljanja se definiSe preko:

1. Ekvivalentnog radijusa zakrivljenosti

Za kontakt sa unutrasnjom stazom kotrljanja, ekvivalentni radijus zakrivljenosti u pravcu glavne
ose elipticnog kontakta R, 1 pomocne ose Ry je definisan kao:

d
Rx :Ek(l_%l):pu

1
R _ dk fu _ ( )
y = 7F =Pu
gde su: y,=drcosoyiy/dy; fu=r/di; 1=1,2,3......, Z
Za kontakt sa spoljaSnjom stazom kotrljanja Ry 1 Ry su:
d,
R, :?kf ;1 =P
* (2)

d
Ry = Ek(l"' Y.) =P
gde su: ys=dcosoyiydy; fi=ry/dy;i1=1,2,3......, Z

2. Razlike zakrivljenosti




Programsko reSenje za analizu ponasanja kuglicnih leZaja

(x> +1)-E'=2-F’

F = 3)
R e (
gde su F’ i E’ kompletni elipti¢ni integrali prve i druge vrste respektivno.
-1/2
F= j[ (1-1/&%)sin y/] dy &)
172
E= j[ (1-1/&)sin y/} dy (5)

Prema Hariss-u [16] metodom najmanjih kvadrata linearnom regresijom, se dobijaju
pojednostavljena reSenja prethodnih relacija u obliku:

0,636
k=1,0339(R /R,) (6)
E'=1,0003+ 2% (7)
R//R,
F’'=1,5277+0,6023-In(R, /R,) (8)

Svrha definisanja zbira i razlika zakrivljenosti je da se dva tela u kontaktu analiziraju kao
elipsasti kontakt na ravnoj povrSini, odnosno da se definiSe veza izmedu deformacija i
kontaktnih sila. Hertz-ove kontaktne sile izmedu unutraSnje staze kotrljanja i kotrljajnih tela i
spoljasSnje staze kotrljanja i kotrljajnih tela se odreduju na osnovu [17]:

K 53/2
Qs = { * i 9)
sé‘s(z)
gde su ¢, i J; kontaktne deformacije duz linije kontakta sa unutraSnjom odnosno

spoljaSnjom stazom kotrljanja, a i=1,2,3......,Z. Kontaktne deformacije u ovom matematickom
modelu su odredene u funkciji od 6., & = fIFy, Fo Fy, Fe, My au, a5, Go, W, i T ) Cije odredivanje
¢e biti prikazano u narednom delu, u zavisnosti od vrste spoljaSnjeg opterecenja. Ku i Ks su
Hertz-ove normalne kontaktne krutosti unutrasnje odnosno spoljasnje staze kotrljanja i
definisane su preko ekvivalentnog radijusa zakrivljenosti i geometrije lezaja kao [16]:

7nkE |2E, R,
Ku/? = / s (10)
‘ 3F;¢/s Ec/s

gde je E”=2/((] 'sz)/Ep+(] 'sz)/ Ek) i ny,u/x= x,u/vR)v,u/.v/(Rx,u/.v+ sRy,u/s)-
Za elipti¢nu kontaktnu povrSinu, naponi na kontaktu sa unutraSnjom, odnosno spoljasnjom
stazom kotrljanja su [16]:

2 2
o, = Lu |2 _(z j an
27'L'au,vbu/s au” bu/x

Maksimalni naponi na kontaktnim povrSinama se javljaju u geometrijskom centru elipticne
povrsine i zamenom po X i y u relaciji 11 dobija se:

— 3Qu/s

Gmax,u/s - r7a b

uls“uls

(12)

gde su a i b glavna odnosno pomoc¢na osa elipticnog kontakta odredena preko relacija [16]:

10
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au/s =3 6K‘2, ny,u/sQu/s /ﬂ:E”
- (13)

by, =3[6E,, Ry ,1,Q.,, | TKE”

uls” xy,uls

3.2.2 Definisanje ugla kontakta i aksijalnog pomeranja centra
lezaja usled sile prednaprezanja

PoSto pri ugradnji leZaja nema dejstva centrifugalne sile, ugao kontakta o izmedu
kotrljanog tela, spoljaSnje i unutrasnje staze kotrljanja je isti. Prema tome, on je ve¢i nakon
delovanja sile prednaprezanja odnosno nakon montaze (sl. 2). Aksijalna sila prednaprezanja na
unutrasnjem prstenu jednorednog kuglicnog lezaja sa kosim dodirom izaziva aksijalno
pomeranje J,. Aksijalno pomeranje je komponenta normalnog pomeranja 3, kotrljajnog tela duz
linije kontakta (slika 2).

S :A[COS% -1} (14)

COS Q'p

pri cemu je A=Bdy = (fi+f,-1)dx.. Kod kugli¢nih leZaja pod dejstvom prednaprezanja, opterecenje
se rasporeduje jednako na sve kotrljajne elemente (slika 3) [16].

S + Pozicija unutradnjeg
=1 prstena naken prednaprezanja

Slika 3. Raspored opterecenja pri delovanju sile prednaprezanja

11
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Dakle, kontaktno opterecenje se odreduje kao:

0= F, (15)
 Zsin a,

Nakon montaZe kugli¢nog leZaja sa kosim dodirom na lezaj deluje iskljucivo aksijalna sila
prednaprezanja pa ¢e kontaktno opterecenje biti:

0=K,8" (16)
gde je:

1 2/3 1 2/3\ /2
e

Na osnovu relacija (16) i (17) se dobija:

cosa,

3/2
Q:KnAm(%—lJ (18)

Zamenom relacije (16) u (18) se dobija relacija za odredivanja ugla kontakta nakon
prednaprezanja:

-1

2/3
F
cosa, =cos &, 14{ L J (19)
p

ZK ,A**\1-cos® o

Relacija (19) se mozZe reSavati iterativnim postupkom za pocetni uslov a,(0)= oo. Aksijalno
pomeranje J, je u vezi sa d, i prema slici 2 odreduje se kao:

d,=(A+9,)sina, - Asina,

B Asin(a'p —ao) (20)

P

COS C(p

Nakon odredivanja ugla kontakta i aksijalnog pomeranja centra leZaja, nelinearna aksijalna
krutost jednorednog kuglicnog leZaja, pod dejstvom sile prednaprezanja (krutost leZaja nakon
montaze za poznatu silu prednaprezanja), se dobija preko relacije [15]:

dF dF da
Kk =Sr S 29 1)
s, da, do,
odnosno,
0.5
ZK cos &,
K = n 0 _1 cos’a (cosa, —cosar )+1.5sin’* & 22
: AO_SCOS%(CMP ] [cos” @, (cos @, —cos @) ] @

12
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Pogetno kontaktno optereéenje Q(0)=K,8," i ugao kontakta a, su kontaktno opterecenje i
ugao kontakta nakon delovanja sile prednaprezanja, i koriste se kao pocetni uslovi za model sa
pet stepeni slobode koji se prikazuje u narednom delu.

3.2.3 Geometrija lezaja i odnos sila koje deluju na lezaj

Programsko reSenje je razvijeno na osnovu matematickog modela koje uzima u obzir uticaj
talasastosti staza kotrljanja, prekop/zazor u leZaju, kao i uticaj temperaturnih dilatacija na
staticko ponaSanje jednorednih i dvoredih kugli¢nih lezaja sa kosim dodirom.

Pri definisanju matemati¢kog modela koriS¢ena su dva koordinatna sistema kao Sto je
prikazano na slici 4. Prvi je opSti koordinatni sistem {x,y,z, Hy,HZ}T, koji je povezan sa stepenima
slobode obrtnog prstena i nalazi se u centru leZaja. Drugi je lokalni koordinatni sistem {7, x, ¢}
koji definiSe poziciju centra obrtne staze za svaki kotrljajni element i postavljen je u centru
zakrivljenosti obrtne staze leZaja. Pretpostavljeno je da je centar zakrivljenosti nepokretne staze
nepokretan 1 koristi se kao fiksna tacka.

Slika 4. Koordinatni sistemi modela sa pet stepeni slobode

Pri delovanju spoljaSnjeg opterecenja, centrifugalne sile i giroskopskih momenata na
kotrljajna tela, dolazi do razlike uglova kontakta izmedu kotrljajnog tela i spoljasnje odnosno
unutrasnje staze kotrljanja. Usled toga linija delovanja opterec¢enja nije kolinearna sa rastojanjem
izmedu centara staza kotrljanja. Na slici 5 je prikazana pozicija centra kotrljajnog tela i pozicija
centra zakrivljenosti unutraSnje staze kotrljanja bez i sa delovanjem centrifugalne sile i
giroskopskog momenta na kotrljajna tela u odnosu na centar zakrivljenosti spoljaSnje staze, za
koji se u ovom slucaju predpostavlja da je fiksiran. Na slici 5 Xij, Xoj, 0, 0j, Ayj, Agj su aksijalne
1 radijalne komponente pozicije centra kotrljajnog tela, ugao kontakta sa unutraSnjom i
spoljaSnjom stazom kotrljanja i rastojanje izmedu centra kotrljajnog tela i centra zakrivljenosti sa
unutrasnjom, odnosno spoljasnjom stazom kotrljanja. Na osnovu ovih parametara i slike se
odreduje rastojanje izmedu centra kotrljajnog tela i centra zakrivljenosti staza kotrljanja. Takode
na osnovu ovih parametara su definisane jednaline pomeranja centra leZaja, pri Cemu se
razmatra i uticaj geometrijskih, tehnoloskih i eksplatacionih parametara.

13



Programsko reSenje za analizu ponasanja kuglicnih leZaja

Elementi lezaja se deformiSu pod dejstvom spoljasnjeg statickog i toplotnog opterecenja.
Pri zagrevanju elemenata lezaja dolazi do Sirenja kotrljajnog tela i prstenova. Usled ovih
promena dolazi do menjanja rastojanja izmedu centra zakrivljenosti unutrasnje i spoljasnje staze
kotrljanja i nove pozicije centra kotrljajnog tela. Za slucaj razmatranja uticaja zazora/preklopa,
temperature i bez razmatranja talasastosti kotrljajnih tela ovo rastojanje se definiSe:

A, =(f,~0.5)d, +3,%G, ~¢, o)
A, =(f,~05)d, +5,%G, ~¢,

U prethodnoj relaciji znak + se uzima u sluc¢aju preklopa, a znak — u slucaju zazora. Toplotno
Sirenje kotrljajnog tela g, odreduje se iz relacije [35]:

g =0, (T, ~T))r, (24)

gde su: ax-koeficijent toplotnog Sirenja kotrljajnog tela, Tx 1 Ty krajnja i pocetna temperatura
kotrljajnog tela odredena toplotnim modelom, rg-poluprecnik kotrljajnog tela.

Aij
X et 5
x>
pa P
Ur-gurtgsrtUcent.
4
Olyj Ua
R
9 3 Az
) 1
¥ 2
/| s
* il A
>
//\ Olp
o>
Y X2

1. Centar zakrivljenosti unutrasnje staze 2. Pocetna pozicija centra kotrljajnog tela
3. Finalna pozicija centra kotrljajnog tela 4. PocCetna pozicija centra zakrivljenosti unutrasdnje staze

5. Finalna pozicija centra zakrivljenosti unutrasnje staze

Slika 5. Odnos pomeranja izmedu centara zakrivljenosti staza kotrljanja
pre i posle delovanja opterecenja

U slucaju kada se unutraS$nji prsten okrece, unutrasnja staza kotrljanja ima translatorno i
rotaciono kretanje, a spoljasnja staza je stacionarna tokom obrtanja leZaja. Pod rotacionim
kretanjem 0y i 0, i translatornim kretanjem x, y i z, pozicija vektora unutra$nje staze kotrljanja je
definisana opStim koordinatnim sistemom sa vektorom pomeranja U=/{x, y, z, 0,, 0, #"i lokalnim
koordinatnim sistemom u zavisnosti od pozicije kotrljajnog tela uj=={u,;, wuy, ug J' (slika 4),
Predpostavljajuci da u slucaju malih kretanja veza izmedu {u;} i {U}, uz razmatranje talasastosti
staza kotrljanja, se definiSe kao:

{u,}={v}[1, |+{aP} (25)

gde je [Tj]-matrica transformacije u obliku:

14
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cosy, siny; 0 -—siny, cosy/;
[7,]=| © 0 1 rcosy, -r,cosy, (26)
0 0 0 -—siny; cosy;

1 {AP;} je relativni vektor talasastosti unutraSnje i spoljasnje staze kotrljanja [10]:

Puj - st
AP, =39, —4, (27)
0
gde su Py Py qu, qs (amlitude talasastosti za svaku poziciju kotrljajnog tela u aksijalnom i
radijalnom pravcu definisane na osnovu sinusoidne funkcije kao:
Asin (a’p - ao)

pi,u/s = + pp,u/x Sin(Nt%)
COS ap (28)
Asin(ap —ao)
qi,u/x =+ pp,u/x COS(Ntl//i)
COS ap

S obzirom da se unutrasnja ili spoljaSnja staza obréu brzinom obrtanja obrtnog prstena, i centar
kotrljajnih tela se obrce brzinom obrtanja kaveza, pozicija kotrljajnih tela se definise kao:

e :27”(1'—1), i=1,2,3... 7 (29)

Pozicija vektora centra zakrivljenosti unutrasnje i spoljasnje staze kotrljanja, odnosno
rastojanje izmedu dve pozicije vektora, se moze razloziti na radijalni i aksijalni pravac.
Postavljanjem relacija talasastosti iz relacije (29) u poziciju vektora centra radijusa zakrivljenosti
unutrasnje i spoljasnje staze kotrljanja, rastojanje izmedu dve pozicije vektora kod kuglicnog
leZaja sa kosim dodirom se odreduje kao:

A, =Asina,+x-0.r cosy; +6 R, siny,

+(quj _qu)+Puj (Hz cosy; — 6, sin V/_,-) 30
Azj:Asinap+ycosl//j+zsinl//j+(Puj—Rj) GO

+q,c€ (9}, siny; —6_ cosy/, ) —-&,+€, tu

cent.
gde je e efektivni centar opterecenja, koji je definisan za kugli¢ne lezaje sa kosim dodirom

preko: e=2*r,*c,*tg(ap), koeficijenti ¢ i ¢, zavise od nacina rasporeda leZaja u jednom osloncu i
odreduje se kao :

cl={_1 za i=1 31)

l zai=2

15
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1 za O raspored
¢, =1—1 za X raspored (32)
0 za T raspored

gde je i-broj lezaja u osloncu ili broj redova kuglica u lezaju, a ucen-centrifugalno Sirenje
unutras$njeg ili spolja$njeg prstena [10]:

2
L d,
cent. 32E

[ D}, (3+v)+d. (1-v)] (33)

U slucaju kada je spoljasnji prsten kugli€nog leZaja obrtni, spoljasnja staza kotrljanja ima
translatorna i obrtna kretanja oko osa, a unutraSnja staza kotrljanja je stacionarna tokom obrtanja
lezaja. Sli¢ni izrazi se koriste za odredivanje rastojanja izmedu pozicije vektora centara
zakrivljenosti unutrasnje i spoljasnje staze kotrljanja u ovom slu¢aju. Primenom Pitagorine
teoreme, prema slici 5 za slu€aj razmatranja uticaja preklopa/zazora, talasastosti staza kotrljanja i
temperature na staticko ponaSanje leZaja, dobijaju se sledece jednacine pomeranja:

(Alj—le)2+(A2j —ij)z+(le+é'ujJ_rGr—gk)2 =0 an
X +(X2j—g”)2+(lv +5SjirG,—gk)2 =0

Na slici 6 je prikazano delovanje kontaktnih sila unutra$njeg i spoljaSnjeg prstena, kao i
delovanje centrifugalnih sila i giroskopskog momenta na kotrljajno telo. Ay i A su konstante
odredene teorijom kontrole staza kotrljanja [17].

ng/dk

Slika 6. Delovanje kontaktnih sila na kotrljajno telo

Jednacina ravnoteZe sila na kotrljajno telo glasi:

8

)-F,=0

¢ | (35)

M,
i — i & — =
Q,sina,; —Q,sina, + y (%COS%- /lujcosauj)—o
k

(/15_; sina,; — A sina

uj uj

Qs_/’ cos 0[5]. N Quj cos auj N

16
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Nelinearne jednacine pomeranja (34) i jednacine ravnoteZe (35) su reSavane simultano
koriste¢i Newton-Raphson-ov metod iteracije da bi se odredile nepoznate Xij, Xy, 6yj 1 8. Sinus
i kosinus ugla kontakta sa spoljaSnjom, odnosno unutraSnjom stazom kotrljanja, se odreduju

prema slici 5:

XZj gsr

COSCY‘ =

7 1;+0,%G, —¢,

X, .
. _ 1j
R e
sj si— r k (36)

cosq . = AZ] - X2j gsr

Y1,+6,%1G, ¢
sing,, = A%y

U, +8,%G, —¢

kao [17]:

(37)

Vrednosti (wg/w); 1 tgP; su date u tabeli T1 u zavisnosti od staze kotrljanja na kojoj se
pretpostvalja da ¢e do¢i do Cistog kotrljanja (raceway control) [8], [17].

Tabela T.1. Odnos orbitalnih brzina i brzina obrtanja leZaja

Tip kontrole Kontrola spolja. pretsena Kontrola unutr. prstena
o, 1-Acosa, COS(%j —oqvj)—/icosoqvj
w 1+cos(a, —a,) 1+cos(a, —a,)
sina; sine,;
cosa; + 4 cose,; — A4

Odnos izmedu ugaonih brzina kotrljajnih tela i staze kotrljanja se odreduje [17]:

1 (38)

cosa, +1gfsina, Acos
l-cosa,

Wy _

@ (cosa,+tgfsina, N
l+cosa,

U prethodnoj relaciji znak + se uzima u slu€aju kada je spoljaSnji prsten lezaja obrtni, a
znak — u slucaju obrtanja unutrasnjeg prstena. Da 1li ¢e do¢i do kotrljanja sa spoljasnjom ili

unutrasnjom stazom zavisi od ispunjenosti uslova datih u tabeli T.2 [8].
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Tabela T.2. Uslovi pri kojima dolazi do Cistog kotrljanja

Spoljasnji prsten | Q,a,E;; cos (06,; - ) >Q,a,E,;

v e 4 ’
Unutrasnji prsten | Q,,a,E;;cos(a, - ;) > Qa,E;

Pod drugim uslovima rada kotrljajno telo gubi kontakt sa unutrasnjim prstenom. Drugim
re€ima, spoljasnja staza proizodi silu rekacije na kotrljajna tela odnosno centripetalno ubrzanje.
Kao rezultat toga spoljaSnji ugao kontakta oy 1 giroskopski moment postaju jednaki 0. Kontaktna
sila sa spoljaSnjim prstenom Qg je u tom sluCaju, prema relacijama (9) 1 (35), jednaka
centrifugalnoj sili F;, odnosno prema (9), deformacija sa spoljaSnjom stazom je dsj=(ch/Ks)2/ 3
Da bi doslo do gubitka kontakta sa unutra$njom stazom kotrljanja mora biti zadovoljen sledeci
uslov [8]:

A+ A, ~(1,-05)d, + K7 F T <[(1,-05)a, T (9)

U cilju odredivanja krutosti leZaja pod dejstvom kombinovanog opterecenja, prvo se mora
odrediti veza izmedu spoljasnjeg optereCenja, koje deluje na leZaj i pomeranja prstenova lezaja.
Jednacine delovanja sila na unutranji i spoljasnji prsten lezaja su:

N Z M .
_ : g
FXM - Z Z Q“~S.f sm almj + d Cos atusj

a=1 =l k

Nz M
— & o3
Fj\‘u,s - Z Z Qu,sj cos a’u,sj + d sin a’u,sj j cos l//j

a=1 i=l k

(40)

N Z M .
— 8 o3 :
F‘zu,s - z Z Qu,sj cos au,sj + d sin au,sj ] sin l///'

k

M .
. . .
. {’L,{Qu,sj sing, ; + p cosa;ﬂ.j—ﬁlMgi}sml//j

k

k

N z M .
— 3 87
Mzu,s - _Z Z {r;t,s (Qu,sj sin Cxu,sj + d €os Cxu,sj j - f;tng}COS W;’

U prethodnim izrazima N je broj redova kuglica u lezaju ili broj leZaja u jednom osloncu. Sve
ove sile su na kraju implicitno povezane sa relativnim pomeranjem prstenova lezaja preko:
x=06/-06); 6,=6,-6,
y=0,-0,; 6.=0.-6. (41)
z=0'-0;

Ako se relativna pomeranja leZaja oznace sa ¢, gde je k=x, y,z, 6, 6,1 m= u, s, onda se
krutst lezaja moZe izraziti preko:
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-9 Siry S| o
ki 9K r 00,
=

Jj=1

Ukupna krutost leZaja se na osnovu [10] dobija kao zbir krutosti unutraSnjeg i spojasSnjeg
prstena:

K"=K, +K, (43)

Na osnovu prethodnog, matrica krutosti ima oblik:

kxx kxy i kxz ka y i k x6z
kyy : k,»z k y@y : k 707
[K ]L =S _E kzz kzﬁy i kzﬁz (44)
| |
_____l__i _____ k 658y _i_lf"_ygz
L : m. : k 620z Asys

3.3 Teorijske osnove programskog reSenja za analizu toplotnog ponasanja

Toplotni uticaj na staticko i dinamic¢ko ponaSanje leZaja je znaCajan i ovaj uticaj se mora
uzeti u obzir pri analizi ponasanja istih. Kada se broj obrtaja leZaja povecava, povecava se i
razvijena toplota na kontaktnim povrSinama leZaja. S druge strane, promenljivi toplotni izvori 1
ponori prouzorkuju kompleksno toplotno Sirenje, koje stvara dodatna toplotna opterecenja.
Toplotna opterecenja uticu na krutost leZaja 1 indirektno menjaju razvijenu toplotu na kontaktnim
povrSinama leZaja. Toplotni model je tako definisan da predstavlja vezu izmedu statickog,
dinamickog i modela za odredivanje veka lezaja.

Matematicki model za analizu toplotnog ponasanja je proSiren sa ciljem definisanja
toplotnih polja kugli¢nih leZajava, i njihovim implementiranjem u staticki, dinamicki i model za
odredivanje veka lezaja da bi se dobila Sto verodostojnija "slika" ponaSanja kugli¢nih leZaja u
eksplotaciji. Toplotni model je proSiren u odnosu na dosadasnje modele uvodenjem novog
modela za odredivanje koliine razvijene toplote, prenosenja toplote i statiCkim modelom za
odredivanje kontaktnog optere¢anja, uzimanjem u obzir Sirenja elemenata leZaja koja nastaju
usled toplotnih dilatacija. Pored toga, ugaone brzine obrtanja elemenata leZaja, koje su potrebne
za odredivanje koliCine razvijene toplote su odredene na osnovu stvarnih vrednosti ugla
kontakta, i njihove promene tokom eksploatacije lezaja.

3.3.1 Odredivanje koli¢ine razvijene toplote u lezaju

U ovom matematicCkom modelu je koli¢ina razvijene toplote definisana za svaku tacku
kontakta izmedu kotrljajnih tela i staza kotrljanja, koriste¢i koncentrisano toplotno opterecenje,
odredeno preko statickih kontaktnih optere¢enja. Moment trenja kotrljanja za svako kotrljano
telo leZaja na unutrasnjoj, odnosno spoljasnjoj stazi kotrljanja se sastoji iz momenta trenja usled
podmazivanja i momenta trenja usled opterecenja i odreduje se kao:

u/s,max j

1/3
2/3 0, 5
M, =10675f,(vay, ) d’>+ fi(’-’J 0,4 (45)
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gde su: fo- koeficijent zavisan od tipa leZiSta i tipa sredstava za podmazivanje (za leZisSta sa
kosim dodirom i podmazivanje mas¢u ova vrednost se krece od 2-4), s tim da prema
preporukama proizvodaca vece vrednosti treba uzimati za leZajea sa ¢elicnim kuglicama, a manje
vrednosti za lezaje sa keramiCkim kuglicama zbog manjeg koeficijenta trenja; v- kinematska
viskoznost sredstva za podmazivanje [mm?/s]

Ugaona brzina kotrljanja kotrljajnih tela wg je odredena na osnovu srednjeg pre¢nika
lezaja, precnika kotrljajnih tela, ugla kontakta 1 ugaone brzine obrtanja kaveza:

o d, /d, +cos(a,)
‘ cos(ax,)cos B +sin(e,)sin 46)

@,

(d, /d, +cos(,))(cos &, cos B +sin e, sin 3) B
(d, /d, —cos(e,))(cos &, cos S +sin ¢, sin [5)

w =Q|1+

Druga komponenta koja uti¢e na stvaranje toplote na lezaju je moment klizanja, koji je za
svaki kontakt sa unutraSnjom i spoljasnjom stazom kotrljanja odreden na osnovu [8], [42]:

3l[lQu/s,j %/6,(“2,: ny,u/sQu/s /”E”E'u/s,j

Suls,j = 8

(47)

Za svako kotrljajno telo razvijena toplota u zoni kontakta sa unutraSnjom, odnosno
spoljaSnjom stazom kotrljanja se dobija iz:

H -+, M

uls,j spiuls

uls,j = a)ij Suls,j (48)

U prethodnoj relaciji wg je ugaona brzina klizanja sa spoljaSnjim, odnosno unutraS$njim
pretsenom i dobija se iz relacije [17]:
-1

a)sp,s/u = Q[_(1+ﬂcosas/u )tg (as/u _lB)+2’Sin(as/u )] (49)

3.3.2 Mehanizmi prostiranja toplote kroz lezaj

Glavni unutras$nji mehanizmi prenosa toplote u razvijenom programskom resenju su:
prenosenje toplote izmedu obrtnih elemenata leZaja, prenoSenje toplote sa stacionarnih elemenata
lezaja i provodenje izmedu kontaktnih elemenata lezaja (slika 7).

PrenoSenije toplote
ka kucistu

Prenosenje toplote sa nepokretnih elemenata

Kuciste
Provodenje toplote izmedu

S. prsten S sp. prstena i kucista

Prenosenje toplote

' od podmazivanja

U. prsten

Prenosenje toplote

izmedu pokretnih elemenata

Provodenje toplote izmedu
kotr. tela i prstenova

R3u Provodenje toplote izmedu
un. prstena i vretena

Vreteno

PrenoSenije toplote
ka vretenu

Slika 7. Mehanizmi prenosa toplote

Unutra$nja geometrija lezaja je sloZenog oblika, a koeficijenti prenoSenja i provodenja
toplote u velikoj meri zavise od unutraSnje geometrije lezaja. Usled toga su pri definisanju
matematickog modela za prenoSenje i provodenje toplote kroz leZaj, elementi leZaja podeljeni u
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tri karakteristi¢ne zone koji definiSu dimenzije leZaja. (slika 8). U prvoj zoni se vrsi provodenje
toplote izmedu spoljasnjeg prstena i kuciSta leZaja na poluprecnku Rys i Ryys, i provodenje
toplote izmedu unutras$njeg prstena i vretena na poluprec¢nicima Ryu i Ryju. Takode se i u
zonama II i IIT vrSe i provodenja toplote izmedu spoljaSnjeg prstena i kuciSta i unutrasnjeg
prstena 1 vretena ali na poluprecnicima karakteristicnim za tu zonu. kao Sto je prikazano na slici
8aib. U zoni II se odvija i provodenje toplote izmedu kotrljajnih tela i prstenova. Usled obrtanja
unutra$njeg prstena dolazi do prenoSenja toplote sa unutraSnjeg na nepokretni spoljasnji prsten u
zonama [ 1 IIL.

ZONAT
ZONA 11
ZONA III

RIls

RIlls

a)

RIII2s
ZONAT
ZONATI
ZONA 111

RI2s

\

ANS

Rllu

RIIlu

b)

R2u

Slika 8. Sematski model prenosa toplote kod kuglicnih leZaja
3.3.2.1 Prenosenje toplote usled obrtanja elemenata leZaja

Koeficijent prenosa toplote je u opStem slu¢aju definisan prema [8]:

h — N u kﬂuida
D A

(50)

gde su: keyiga je toplotna provodljivost vazduha u slucaju prenosenja toplote izmedu elemenata
lezaja, N, je Nusselt-ov broj i Dy je precnik sa kojeg se odvodi toplota.

Prenosenje toplote izmedu staza kotrljanja

U ovom slucaju dolazi do razmene toplote izmedu staza kotrljanja i okolnog vazduha usled
obrtanja unutrasnje ili spoljasnje staze kotrljanja. Koeficijent prenosa toplote se odreduje prema
relaciji (51), s tim da je u ovom slucaju D, rastojanje izmedu staza kotrljanja u zavisnosti od
zone koja se posmatra (sl.8) i odreduje se:

R, —R
D, == S o[ I ].......n Cb
2

Nusselt-ov broj je odreden prema [8]:
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N, =0.0225R**P*’ (52)
Rejnoldsov broj Re se u ovom slucaju definiSe prema [4]:
R =Ps (53)
Vﬂuida

Rezultujuca brzina strujanja vazduha u pri obrtanju leZaja se prema [4], moZe odrediti kao
kruzni protok izmedu dva cilindra sa velikim zazorom izmedu njih.

2

2
"= ! — {Rﬂs j dmi2+ 2R g (54)
(1_(Ri25/Ri2u) ) Ri2u d

m

ovde je u linearna brzina strujanja vazduha izmedu prstenova leZaja na srednjem precniku lezaja
dp.

PrenosSenje toplote sa kotrljajnih tela

Pri obrtanju kotrljajnih tela dolazi do razmene toplote, sa sredstvom za podmazivanje, ¢iji
deo se prenosi na ostale elemente lezaja, a deo se odvodi u vazduh. Nusselt-ov broj je definisan
kao :

N,,=043/R_, P" (55)

ekt " r

Rejnoldsov broj je odreden na bazi prec¢nika kotrljajnih tela i njegove ugaone brzine
prema:
d; d /d, +cos(a,)

R, =@, : , (56)
’ v cos(e,)cos B+sin(e,)sin

Koeficijent porenoSenja toplote sa kotrljajnih tela se odreduje na osnovu njegovog
precnika kao:

Nu,ktkﬂuida

“ d, (57)

gde je Kkguiga- je toplotna provodljivost sredstva za podmazivanje, v-kinematska viskoznost
sredstva za podmazivanje.

3.3.2.2 Provodenje toplote izmedu elemenata leZaja

Porast temperature na spoljaSnjem ili unutra$njem prstenu lezaja u velikoj meri zavisi od
provodljivosti na mestu kontakta, odnosno od toplotne otpornosti samog kontakta. Toplotna
otpornost kontakta zavisi od oblika i veli¢ina dodirnih povrSina i prema tome je povezana sa
geometrijom lezaja i unutra$njim kontaktnim pritiscima u lezaju. U ovom radu je toplotni model
proSiren odredivanjem momenta trenja, koliine razvijene toplote, kontaktne provodljivosti, i
prenosSenja toplote sa kotrljajnih tela, za svaku poziciju kotrljajnog tela.

Provodenje toplote izmedu kotrljajnih tela i prstenova

Provodenje toplote izmedu kotrljajnih tela i prstenova je odredeno na osnovu povrsine
kontakta, koji zavisi od radijusa zakrivljenosti staza kotrljanja, optereCenja leZaja i materijala
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kotrljajnih tela i staza kotrljanja u statickom modelu 1 toplotne otpornosti kontakta. Toplotna
otpornost za svako kotrljajno telo na mestu kontakta sa stazama kotrljanja se odreduje [33]:

R, =%
’ kAlA/s

gde je: k -toplotna provodljivost materijala, a Ays= aysbwsmt je povrSina kontakta sa
spoljaSnjom i unutraSnjom stazom kotrljanja odredena u programskom reSenju za analizu
statickog ponaSanja.

(58)

Provodenje toplote izmedu prstenova i kucista/vratila/rukavca

Provodenje toplote izmedu prstenova i kudiSta-vratila/rukavca u velikoj meri zavisi od
zazora/preklopa izmedu spoljasnjeg prstena i kucista, odnosno unutrasnjeg prstena i rukavca
preko toplotne otpornosti kontakta. Toplotna otpornost izmedu pomenutih elemenata se odreduje
preko otpornosti dva cilindra sa malim zazorom izmedu njih kao [30]:

_ In (R2u /Rilu)

Rtf) u 2 L
’ T
: (59)
R;) ; — ln (Ri25 /Rils)
i 27L,

U prethodnosj relaciji R0, i R su toplotne otpornosti kontakta unutraS$njeg prstena sa
rukavcem, odnosno spoljaSnjeg sa kuciStem; Rj, je polupre¢nik unutra$njeg prstena leZaja i
prema slici 8 isti je za svaku razmatranu zonu; L, je Sirina razmatrane zone.

3.3.3 Odredivanje toplotnog prednaprezanja

Na osnovu temperaturnih polja dobijenih analizom u programskom sistemu opSte namene i
eksperimentalnim ispitivanjima definisan je i matematicki model za odredivanje porasta
prednaprezanja usled toplotnih Sirenja elemenata lezaja. Na slici 9 su prikazane veli¢ine potrebne
za odredivanje toplotnog prednaprezanja kod leZaja sa kosim dodirom. Pocetne temperature
spoljasnjeg prstena ili kuciSta, unutraSnjeg prstena/rukavca i1 kotrljanih tela su: T, T, T
respektivno. Kada dode do porasta temperature usled razvijene toplote na lezajima, prstenovi,
kotrljana tela 1 rukavca se Sire u aksijalnom 1 radijalnom pravcu, Sto rezultira toplotnim
prednaprezanjem.

Distantni
prsten
Kuciste Xo >
To

Lo E

i TN /A]
T, ;
— Xb =
1 1 Vl
1 '

Xi
Din > Dow
( Vreteno T (

Slika 9. Potrebni parametri za odredivanje toplotnog prednaprezanja
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Usled toplotnog zagrevanja dolazi do aksijalnog Sirenja spoljasnjeg i unutraSeg prstena.
Razlika aksijalnog toplotnog Sirenja prstenova (A,) se odreduje na osnovu koeficijenta toplotnog
Sirenja materijala prstenova (or), rastojanja izmedu kontaktnih tacaka na spoljasnjem i
unutraSnjem prstenu (Xo), (X;) 1 razlike temperatura na prstenovima (s1.9) [11]:

A, =[x (T O+T' ) —x, (T O+ )] (60)

gde su: T;'(t) i To'(t)- temperature na unutra$njem i spolja§njem prstenu nakon odredenog
vremenskog intervala. Veza izmedu rastojanja X;, X, i centra kotrljanih tela x, je odredena
relacijom:

X, =X, +1Db sing,
2 (61)

o

1 :
x,=x,——=D,sine,
2 (62)

Sirenje unutrasnjeg i spoljasnjeg prstena u radijalnom pravcu (A,) se odreduje na osnovu
povecanja pre€nika prstenova usled toplotnog Sirenja u radijalnom pravcu:

1 1 !
A =2 [d, (T O-T0)~d, (1,0 -T0)] (©3)

Toplotno Sirenje kotrljajnih tela (Ay) je definisano slede¢om relacijom:
A =ap,d, (El(t)_no(t)) (64)

gde je: Ty’ (t)- temperatura kotrljajnog tela nakon odredenog vremenskog intervala, oiry-
koeficijent toplotnog Sirenja materijala prstenova i kotrljajnog tela.

Ukupno pomeranje prstenova leZaja u pravcu linije kontakta se dobija iz sledece relacije:
A=A, +A cosa—A, sino (65)
Aksijalno prednaprezanje prouzrokovano toplotnim optere¢enjem se dobija iz relacije:
Pa,=K, A (66)
gde je K, aksijalna krutost leZaja odredena relacijom (22).

3.4 Teorijske osnove programskog reSenja za analizu dinamickog ponasanja

Matematicki model za nelinearnu analizu dinamickog ponaSanja kugli¢nih leZzaja usled
talasastosti staza kotrljanja, zazora/preklopa i temperatura je razvijen primenom Langrazovih
jednacina za sistem nezavisnih generalizovanih koordinata. Prvo su odredene kineticke i
potencijalne energije za sve elemente leZaja, nakon Cega su ove energije koriS¢enjem
Langrazovih jednacina implementirane u jednacine kretanja koje opisuju dinamicki model leZaja.
Elementi leZaja su definisani kao sistem elasticno povezanih masa, kod koga je spoljasnji ili
unutraSnji prsten stacionaran, Sto je ispravno, ako se uzme da je spoljaSnji ili unutrasnji prsten
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kruto vezan u osloncu. U opStem slucaju je vrlo tesko i1 komplikovano postaviti realan model za
analizu dinamickog ponaSanja leZaja, pa se moraju uvesti odredene pretpostavke:

1. Deformacije izmedu kotrljajnih tela i prstenova se nalaze u zoni elasti¢nosti prema Hertz-
ovoj teoriji. Prema tome, razmatraju se samo mala elasti¢cna pomeranja kotrljajnih tela i
prstenova.

2. Trenje klizanja kotrljajnih tela je zanemarljivo.
PriguSenje u leZaju je zanemarljivo malo i javlja se iskljucivo zbog sila trenja 1 maziva.

4. Kavez obezbeduje konstantno ugaono rastojanje izmedu kotrljajnih tela.

Dinamicko ponaSanje kugli¢nih leZaja je definisano LangarZovom jednacinom kretanja za
sistem nezavisnih kooordinata koja glasi:

dor _or v
dro{p} of{p} o{p}

gde su: T, V, p i Q kineticka i potencijalna energija, vektor generalizovanih kooordinata i
vektor generalizovanih kontaktnih sila respektivno. Kineticka i potencijalna energija se mogu
razdvojiti za svaki element lezZaja. Ukupna kineticka energija leZaja jednaka je zbiru kinetickih
energija unutrasSnjeg 1 spoljasnjeg prstena 1 kotrljajnih tela. Potencijala enrgija je delom
prouzorkovana deformacijama izmedu kotrljajnih tela i staza kotrljanja u skladu sa Hertz-ovom
kontaktnom teorijom elasti¢nosti. Ukupna potencijalna energija koja se javlja u lezaju je zbir
potencijlanih energija kotrljajnih tela, spoljasnje i unutrasnje staze kotrljanja i deformacija koje
se javljaju izmedu njih

={0} (67)

3.4.1 Kineticka energija unutrasnje staze kotrljanja

Posto se u zoni kontakta izmedu kotrljajnih tela i staza kotrljanja javljaju iskljucivo lokalne
deformacije, unutrasnji prsten leZzaja se moZe smatrati kao kruto telo. Pozicija i orjentacija
unutrasnjeg prstena je opisana u smeru kazaljke na satu u Dekartovom koordinatnom sistemu i
definisana je x, y i z osom. Pomeranje centra unutraSnjeg prstena je definisano sa tri translatorna
stepena slobode u,v i w i dva rotaciona stepena slobode, rotacijom oko y ose (-8y) i rotacijom
oko z ose (0,) kao Sto je prikazano na slici 10.

YA
XMy

Slika 10. Sematski prikaz koordinatnog sistema sa stepenima slobode za unutrasnji prsten
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Ugao zaokretanja oko x ose je mali i njegova ugaona brzina je konstantna pa se moze
zanemariti. Dakle, pomeranje centra leZaja u nepokretnom x, y i z koordinatnom sistemu usled
rotacije 8y 1 6, se moZe napisati kao [8]:

X X, 0
yi=20¢+[T]{rcosy (68)
Z 0 rsiny

Pomeranje centra leZaja po kooordinatama u, viw, 6,1 6, je:

X Xy tu—rcosysin@ +rsinysinf,
yi= v+rcosy cosf. (69)
b4 w+rsiny cosd,

UnutraSnji prsten leZaja je relativno krut prsten, pa su ugaona pomeranja mala. Pod
predtpostavkom da je cos6y=1, cos0,~1, cosb=1, sinBy=1 1 cos6=1 za mala pomeranja, brzina
centra lezaja je:

X u+Qré, siny +Qré, coslﬂ—réz cosy + ré?y siny
V= v—Qrsiny —r6.6. cosy (70)
Z w4+ Qr cosl//—rﬁyﬁ'y siny

KinetiCka energija centra mase unutrasnjeg prstena je [8]:

T =

T C—

2r
j%pr(x2+y2+z'2)drdl// (71)
0

gde su a i b poluprecnik otvora lezaja i poluprecnik staze kotrljanja respektivno. Zamenom
relacije (70) u (71), se moZe definisati kao [8]:

1 T W R SR : :
Tm:51P92+5mm(u2+v2+w2)+51P(ej+0j)+5mp(eyaz—eyez) (72)

gde su Tp=(1/4)m,,[(dys/2)*-(d/2)*] je moment inercije oko y ili z ose, Jp=(m,p/2) Myp[(dys/2)*-
(d2)4] je polarni moment inercije oko x ose, 1 my, je masa unutra$njeg prstena.

3.4.2 Kineticka energija kotrljajnih tela

Kotrljajna tela vrSe sloZeno kretanje: obrtanje sa kavezom oko ose kaveza i obrtanje oko
sopstvene ose koja se zajedno sa kavezom obrée oko ose kaveza. Za odredivanje kineticke
energije, pozicija j-fog kotrljajnog tela se mora definisati preko dva translatorna stepena slobode
uj 1 uy 1 jednog rotacionog w; (slika 10). Translatorni stepeni slobode su definisani u
cilindricnom koordinatnom sistemu, koji se poklapa sa koordinatnim sistemom za unutraSnji
prsten (slika 11). Kao referentni stepen slobode je uzet r; na srednjem precniku kotrljajnih tela
d,. Tangencijalna koordinata je poznata, jer se kotrljajna tela obréu ugaonom brzinom kaveza
oko centralne ose leZaja. Ovo proizilazi iz predpostavke da se kotrljajna tela nalaze na jednakom
rastojanju u kavezu.
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Slika 11. Sematski prikaz koordinatnog sistema sa stepenima slobode za kotrljajna tela

Raspored optere¢enja na kotrljajna tela se menja tokom vremena, Sto izaziva i promenu
ugla kontakta sa vremenom. Prema tome, promenom ugla kontakta izmedu staza kotrljanja doc¢i
¢e 1 do male promene ugaone brzine kaveza. U literaturi se ¢esto ugaona brzine kaveza smatra
konstantna. Tangencijalna kooordinata j-tog kotrljajnog tela je odredena kao:

v :27”(1-_1)%)6;  i=123..7 (73)

gde je t vreme za koje kotrljajana tela naprave jedan pun krug. Ako se predpostavi da sva
kotrljajana tela imaju istu masu, kineticka energija usled kretanja kotrljajnih tela se dobija kao
zbir pojedinacnih kinetickih energija od Z kotrljajnih tela kao [49]:

T, = iTj (74)

j=1

odnosno, kineticka energija j-tog kotrljajnog tela je:

Lo,
T, :Emkt(uo.2+ux2+(dm/2+rj)2a)f) (75)

gde je my, —masa kotrljajnog tela. Poslednji €lan sa desne strane relacije (75) uzima u obzir
centrifugalnu silu koja deluje na kotrljajna tela.

3.4.3 Potencijalna energija usled kontaktnih deformacija

Kontakt izmedu kotrljajnih tela i staza kotrljanja je nelinearan i njegova krutost se dobija
na osnovu Hertz-ove teorije kontakta kao Sto je prikazano pri definisnju statickog modela.
Intenzitet elasti¢nih kontaktnih sila je vremenski zavisan od poloZaja kotrljajnih tela na stazama
kotrljanja. UopSteno gledano, vremenska promenljivost intenziteta kontaktnih sila
prouzorkovace vibracije i kod idealnog leZaja. Potencijalna energija koja nastaje usled ovih
deformacija, jednaka je radu koji sila ostvari na odgovaraju¢im pomeranjima. Prema tome,
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potencijalna energija nastala usled dejstva elasticnih kontaktnih deformacija za pojedinacno
kotrljajno telo ¢e biti [49]:

W«n=IQﬂé={Km 5.ds, = 2K, 5" (76)

u,s u,s 5 u,s - u,s

Ukupna potencijla energija usled nelinearnih kontaktnih deformacija dobija se kao zbir
pojedinacnih energija kotrljajnih tela lezaja:

Vv

kd(j)

(77)

Z-1
deef. =

i=1

Kontaktne deformacije izmedu j-tog kotrljajnog tela i unutraSnje/spoljaSnje staze
kotrljanja, uzimaju¢i u obzir talasastost staze kotrljanja, zazor ili preklop i toplotne dilatacije
prema relaciji su:

S, = \/(Alj B Xu‘)z +(A2j _(ij —8”))2 _(luf iG_gk) (78)

5, =(x,,) +(x,,-&) ~(1,-€+6G)) (79)

gde su: Ayj, Agj, Xiyj, Xoj, Lyj, Lsj geometrijski parametri odredeni relacijama (23) i (30), prema slici
5, & — toplotno Sirenje kotrljajnog tela dato relacijom (24). Ako je izraz ispod korena veci od
nule kontaktne sile deluju na prstenove lezaja, u obrnutom sluc¢aju nema dejstva kontaktnih sila
na prstenove lezaja.

3.4.5 Jednacine kretanja

Ako se zanemari priguSenje u leZaju, posmatraju¢i samo dijagonalne ¢lanove matrice (45)
uz pretpostavku da je vratilo male debljine (masa vratila se zanemaruje), jednacina kretanja
unutraSnjeg prstena u skladu sa koordinatnim sistemom na slici 4 glasi:

() + [k} 30, %7 = F)
P (80)

gde je: m- matrica masa, k- matrica krutosti, p-vektor generalizovanih koordinata i F — vektor
spoljaSnjeg opterecenja u obliku:

[m, 0 0 0 0] k. 0 0 0 0] x F,
0 m, 0 0 0 0 k, 0 0 0 y F,
[m]=f 0 0 m, 0 O0][]=[0 0 k0 0 ["{p}=1z {F}=1F (81)
0 0 0 I, 0 0 0 0 ky O 6, M,
0 0 0 0 I,| 00 0 0 Ky | 6. M.

3.5 Teorijske osnove programskog resenja za odredivanje veka kugli¢nih lezaja

Maksimalno kontaktno opterec¢enje na stazama kotrljanja utie na smanjanje veka lezaja. U
skladu sa Ludenberg-Palmgren-ovom teorijom vek lezaja se moze odrediti kao:
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L, :{ng -10°[obrtajal (82)

e

gde su C-dinamicka nosivost lezaja, a Q. ekvivalentno kontaktno optere¢enje. Dinamicka
nosivost leZaja znacajno zavisi od dimenzija staza kotrljanja i ugla kontakta lezaja, odnosno od
sile prednaprezanja i spoljas$njeg opterecenja. Ugao kontakta leZaja se menja tokom eksploatacije
usled obrtanja kotljanih tela i optereéenja. Iz ovih razloga za Sto tacnije odredivanje veka lezaja
potrebno je dinamicku nosivost odrediti preko relacije [2]:

0,3

C= 07 (C;3‘33 + C;3’33 )‘ ’ (83)
pri cemu je Cp- dinamicka nosivost unutrasnjeg prstena i odreduje se iz [16]:
2R 0,41 (1 _ )1,39 0,3
C, =981 —=. T ) 0 - Y. Lz (84)
# . . —R, (1+7,)" \cose,
ok je Cv- dinamicka nosivost spolja$njeg prstena i odreduje se iz
dok je Cv- di ick i ljasnj i odreduj iz [16]
2R 0,41 (1 _ )1,39 0,3
C,=98,1| . S e s -z (85)
¢ LR (1+7,)" \cose,

gde su: R-odgovarajuci poluprecnik staze kotrljanja, r- radijusi staze kotrljanja; i - broj
redova kotrljanih tela. Kontaktno opterecenje koje deluje na unutraSnju odnosno spoljasnju stazu
kotrljanja, dobija se kao zbir konatktnih opterecenja za svako kotrljajano telo [52]:

1/3
1 Y4
Qu s ol Qlj s,
w=|7 ; s (86)
Na osnovu prethodnog vek, svake staze kotrljanja se odreduje kao [16]:
3
L — Cﬂu/s
ul's QM/S (87)
odnosno, ukupni vek leZaja ¢e biti:
Ly, =[ L+ L™ 10° [obrtaja) (88)
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4.0 OPIS PROGRAMSKIH REéENJA ZA ANALIZU
PONASANJA KUGLICNIH LEZAJA

4.1 Programsko reSenje za analizu statickog ponasanja

Prema izloZenoj metodologiji u prethodnom delu, postavljena je koncepcija i razvijeno je
programsko reSenje za analizu statickog ponaSanja. Model ovog programskog reSenja je prikazan
na slici 12. Procedura proracuna kugli¢nih lezaja se odvija u vise koraka. Prvi korak predstavlja
definisanje ulaznih podataka zadavanjem, kako geometrijskih parametara leZaja (precnici leZaja,
nominalni ugao kontakta, precnik i broj kotrljajnih tela, radijusi staza kotrljanja itd.) , tako i
mehani¢kih osobina materijala 1 spoljasnjeg optere¢enja. Imajuc¢i u vidu moguénost izrade
elemenata leZaja i od drugih materijala osim celika, program omogucava zadavanje odgovarajuci
karakteristika (E, v) za svaki element lezaja. Ukoliko unutraSnja geometrija leZaja nije poznata, u
programskom resenju je ostavljena mogucnost odredivanja iste. U drugoj fazi se na osnovu
ulaznih podataka preko relacija (1) i (2) odreduju radijusi zakrivljenosti staza kotrljanja, dok se
efektivni radijusi definiSu preko relacije (3). Nakon ovoga se u istoj fazi pomocu relacije (10)
odreduje Hertz-ove normalne kontaktne krutosti unutrasnje i spoljasnje staze kotrljanja. Kao
izlaz iz druge faze se formira datoteka GEOM.dat koja pored ulaznih podataka sadrzi i
izraCunate vrednosti radijusa zakrivljenosti, efektivne radijuse i Hertz-ove normalne kontaktne
krutosti.

U tre¢oj fazi se na osnovu prethodnih podataka i poznate sile prednaprezanja odreduje
ugao kontakta sa stazama kotrljanja, preko relacije (19) iterativnim postupkom za zadati pocetni
uslov. Pomeranje centra i aksijalna krutost leZaja se dobijaju pomocu relacija (20) i (22). Na
kraju ove faze se formira datoteka SKUP.dat koja sadrZi pomenute izraCunate parametre. Ako
pocetna krutost lezaja zadovoljava u cetvrtoj fazi se u programu moZe razmatrati uticaj
geometrijskih nesavrSenosti (talasastosti) i temperature na njegovo staticko ponasanje. Ukoliko
se razmatra uticaj temperature onda se na osnovu relacije (65) odreduje pomeranje centra leZaja
usled toplotnih dilatacija, dok se relacijom (66) izraCunava povecanje prednaprezanje usled
toplotnog opterecenja.

U cetvrtoj fazi se na osnovu nelinearnih jednacina ravnoteze (34), (35) odreduju kontaktna
opterecenja i deformacije sa stazama kotrljanja za svaku poziciju kotrljajnog tela, prema relaciji
(29), uz uslove date u tabeli T.2 i1 relacijom (39). Ukoliko su pomenuti uslovi ispunjeni u
narednom koraku se vr$i odredivanje ugla kontakta sa spoljasSnjom, odnosno unutraSnjom stazom
kotrljanja i pomeranje centra leZaja u x, y, z, 6, i -pravcu. Nelinerane jednacine ravnoteZe (34),
(35) 1 (40) se resavaju Newton-Raphson-ovim postupkom. Takode u ovoj fazi se odreduju i
veli¢ine kontakta sa stazama kotrljanja za svako kotrljajno telo i naponi na stazama kotrljanja.
Na kraju ove faze pomocu relacije (42) se odreduje ukupna matrica krutosti za lezaj. Kao krajnji
izlaz iz programskog reSenja formira se datoteka REZULTAT.dat koju sacinjavaju rezultati:
deformacije staza kotrljanja (6,, 8s ), kontaktna opterec¢enja na stazama kotrljanja (Q,, Q;), ugao
kontakta sa stazam kotrljanja (alfa,, alfa;), veli¢ine osa elipsoidnih kontaktnih povrSina (ay, by, as,
bs), naponi na stazama kotrljanja (Sigma,, Sigmas) i matrica krutosti leZaja.

Programsko reSenje omogucava uzimanje u obzir delovanja radijalnog i aksijalnog
opterecenja kao 1 momente savijanja oko y i z ose. Pored toga, omogucen je i izbor vrste
kugli¢nih lezaja (radijalni ili leZaj sa kosim dodirom) kao i broja redova kotrljajnih tela
(jednoredni ili dvoredi kugli¢ni lezaji).
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- ugao kontakta
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- veli¢ina talasa u aksijalnom pravcu
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- pozicija kotrljajnog tela
- deformacije sa stazama kotrljanja

- kontaktna opterecenja
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Odredivanje ugla kontakta sa spolj. i unut.
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KONT.dat
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Odredivanje matrice krutosti leZzaja
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Slika 12. Model programskog reSenja za analizu statickog ponasanja
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4.2 Programsko reSenje za analizu toplotnog ponasanja

Zbog sloZenosti analize toplotnog ponaSanja kuglicnih leZaja, programsko reSenje za
analizu istog je podeljeno na tri podsistema. U prvom podsistemu (1) programskog resenja se iz
datoteka programskog reSenja za staticku analizu ucitavaju vrednosti kontaktnih opterecenja
(EDK.dat), kontaktnih povrSina (KONT.dat) ugla kontakta sa stazama kotrljanja (UK.dat) i
pocetnog aksijalnog prednaprezanja (SKUP.dat). Na osnovu ovih vrednosti i definisanih ulaznh
podataka se u ovom delu programskog reSenja za svaku poziciju kotrljajnih tela odreduje
momenti trenja (MOM.dat) primenom relacije (45) i koli¢ina razvije toplote u leZaju (RTO.dat)
na osnovu relacije (47). Moment trenja se odreduje na bazi ugaone brzine za svako kotrljajno
telo, koja je definisana relacijom (46). Takode u ovom delu programskog resenja se odreduju i
koeficijenti prenoSenja toplote za razmatrane zone leZaja prema slici 8 i relacija (50) do (57)
(hTO.dat). Nakon ovoga se u prvom podsistemu programskog reSenja izracunavaju koeficijenti
provodenja toplote izmedu kotrljajnih tela i prstenova na osnovu relacija (58) i (59) (RTH.dat).
Na slici 13. je prikazan model programskog reSenja za analizu toplotnog ponaSanja kugli¢nih
lezaja.
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| |
| |
| |
| |
o e | IR p— |
: | 1 Definisanje ulaznih podataka | | | Kreiranje 3D modela |
| | |
| | |
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1|2 | skupdat| | I I || MOM.dat } : H :
= | T . £
: : . | Odredwanjelmomema trenja u : '_‘5 | : } Definisanje karakteristika |
= ezaju | i |
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18 P : 511! ! |
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————————— I
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|
| | % : =
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| 1|
PO ONISPIS oo [z SR S | - '
Rezultati temperatura na |
< : elementima leZaja |
____________________________________ |
1
: 3 A I } ' I
| Odredivanje toplotnih pomeranja Iy :
| elemnata lezaja : | LEME et |
! ¥ T :
| QOdredivanje toplotnog aksijalnog : | |
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: |
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Slika 13. Model programskog resenja za analizu toplotnog ponasSanja kuglicnih leZaja

Odredivanje rasporeda tempearturnih polja, kao i vrednosti temperatura se vrsi u drugom
delu (2) ovog programskog reSenja. Temperaturna polja se odreduju na bazi kreiranog 3D
modela lezaja kojeg saCinjavaju: spoljasnji, unutra$nji prsten i kotrljajna tela. Unutrasnja
geometrija leZaja je modelovana sa ta¢no definisanim geometrijskim karakteristikama. Nakon
definisanja karakteristika materijala na osnovu ulaznih podataka iz prvog dela i definisanja
mreze konac¢nih elemanata i kontaktnih parova, ucitavaju se vrednosti koeficijenata prenosenja i
provodenja toplote, kao i koli¢ine generisane toplote iz prvog dela ovog pogramskog resenja.
Ovi parametri predstavljaju opterecenja i ograniCenja za odredivanje temperaturnih polja lezaja.
Odredivanje rasporeda temperaturnih polja, kao i porasta temperature u zavisnosti od vremena je
odredeno u programskom sistemu opSte namene baziranom na metodi kona¢nih elemenata. Na
osnovu rasporeda temperaturnih polja i vrednosti temperatura na elementima leZaja, u trecem
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podsistemu programskog reSenja (3) se odreduju toplotne deformacije elemenata lezaja i
prednaprezanje leZaja prouzorkovano toplotnim optere¢enjem primenom relacije (65) i (66).
Rezulati toplotne analize (TEMP.dat) se dalje koriste za analizu statiCkog i1 dinamickog
ponasanja lezaja pod uticajem temperature.

U okviru ovog programskog reSenja su i izlazni rezultati podeljeni u tri dela radi
prikazivanja u numeri¢kom i grafickom obliku. Prvi deo izlaznih rezultata se odnosi na rezultate
vezane za prenos toplote sa elemenata leZaja kao Sto su: Mometi trenja na stazama kotrljanja
(Mu, Ms); koli¢ina razvijene toplote (Hu, Hs); koeficijenti prenoSenja toplote sa razmatranih
zona lezaja (h) i provodenja toplote (Rth) za svaku poziciju kotrljajnog tela. Drugi deo rezultata
dobijen u programskom sistemu opSte namene baziranom na metodi konacnih elemenata se
odnosi na raspored temperaturnih polja i vrednosti temperatura na elementima leZaja i tre¢i deo
izlaznih rezulata se odnosi na toplotne deformacije elemenata leZaja i prednaprezanje leZaja
usled toplotnih dilatacija.

4.3 Programsko resSenje za analizu dinami¢kog ponasanja

Model programskog reSenja za analizu dinamickog ponaSanja je prikazan na slici 14.
Ulazni podaci za dinamicku analizu su isti kao i za statiCku, s tim da se pri dinamickoj analizi
definiSe i vremenski interval. Pri dinamickoj analizi u prvom delu se ucitavaju geometrijski
podaci o leZaju kao 1 elasti¢ne deformacije 1 ugao kontakta za svako kotrljajno telo, dobijeni pri
statickoj analizi. U drugom delu se odreduje talasastost u zavisnosti od vremenskog intervala
primenom relacije (28). Vremenski interval je jednak vremenu za koje kotrljajna tela naprave
jedan pun krug. Odredivanje elasti¢nih deformacija i kontaktnih sila za svaki vremenski interval
se odvija u trecoj fazi, pri ¢emu se za svaki vremenski interval proverava uslov dat relacijama
(78) 1 (79). Ukoliko je pomenuti uslov zadovoljen izracunavaju se jednacina kretanja prema
relaciji (80). JednacCina kretanja je reSavana u programskom sistemu MatLab kori§¢enjem ODE
funkcije.

Pocetni uslovi

b—

Implementiranje talasastosti u
vektor pozicije u skladu sa
centrom mase

!

Odredivanje elasti¢nih

Geom.dat —_,_-p

Skup.dat —

K_matr.dat —

deformacija u zavisnosti od
vremena

Prikaz u vremenskom domenu

!

I

Odredivanje kontaktnih sila u
zavisnosti od vremena

Empirijska dekompozicija signala

|

|

Slika 14. Model programskog resSenja za analizu dinamickog ponasanja kuglicnih leZaja
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I
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Na osnovu prethodnog u trecem delu programskog reSenja za dinamicku analizu se
dobijaju pomeranja centra leZaja u vremenskom, a nakon Furijerove transformacije, u
frekventnom domenu. U ovom delu programskog reSenja je definisana i mogucnost da se analiza
u frekventnom domenu moze raditi i preko empirijske dekompozicije kombinovane sa
Furijerovom transformacije.

4.4 Programsko reSenje za odredivanje veka kugli¢nih lezaja

Programsko reSenje za odredivanje veka kugli¢nih leZaja se zasniva na programskom
reSenju za statiCku analizu. Programsko reSenje za odredivanje veka leZaja ima za cilj da utvrdi
zavisnost zamora staza kotrljanja od njegovih konstrukcionih parametara, materijala, kinematike
1 eksploatacionih uslova. Matemati¢ki model i1 programsko reSenje je razvijen na bazi
Palmagren-Lundber-ove teroije koja se zasniva na Weibull-ovoj teoriji razaranja. Na slici 15 je
prikazan algoritam za odredivanje veka leZaja.

U prvom delu ovog programskog resenja se na osnovu geometrije leZaja primenom relacija
(83-85) odreduje dinamicka nosivost staza kotrljanja i ukupna dinamicka nosivost leZja. Nakon
ovoga se na osnovu kontaktnih optre¢enja dobijenih u programskom reSenju za staticku analizu
odreduju zbir kontaktnih sila u leZaju na osnovu relacije (86). U poslednjem delu programskog
reSenja se na osnovu dinamicke nosivosti i kontaktnog optere¢enja odreduje vek za staze
kotrljanja relacijom (87), kao i ukupni vek leZaja relacijom (88). Izlazni rezultati iz ovog
programskog reSenja su: staticka i dinamicka nosivost leZaja i vek leZaja u zavisnosti od
parametara koji se razmatraju u statickoj analizi.

Izracunavanje kontaktnih sila
u lezaju

v

Odredivanje staticke i
dinamicke nosivosti lezaja

A

Nosivost
zadovoljava

Odredivanje veka leZaja

v

Formiranje izlaznih rezultata

Slika 15. Model programskog resenja za odredivanje veka kuglicnih leZaja
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5.0 ZAKLJUCAK

Razvijeno programsko reSenje za analizu ponaSanja kugli¢nih leZaja predstavlja namenski
koncipirano i razvijeno reSenje sa ciljem usavrSavanja procesa istrazivanja uticaja kostrukcionih
(zazora/preklopa, prednaprezanja, krutosti), tehnoloskih (hrapavosti, talasastosti) i eksplatacionih
parametara (temperature, broja obrtaja) na staticko i1 dinamicko ponaSanje kugli¢nih
lezaja/lezajnih sklopova, odnosno identifikaciju ponasanja u eksploataciji i odredivanje veka.

Razvijeno programsko reSenje, je maksimalno orjentisano korisniku i dovoljno valjano za
efikasnu primenu. Samo programsko reSenje se sastoji iz Cetiri celine (modula) koje su
medusobno povezana, tako da se moZe re¢i da je razvijeno programsko reSenje modularne
gradnje. Modularna gradnja programskog reSenja je omogucila njegovo povezivanje i sa
programskim sistemima koji baziraju na metodi konac¢nih elemenata.

Posebna paznja je posveCena programskom reSenju za analizu statickog, dinamickog
ponaSanja i odredivanje veka. Programsko reSenje za analizu statickog ponaSanja omogucava
odredivanje krutosti u svim pravcima za svako kotrljajno telo, staticke i dinamicke nosivosti na
bazi ekvivalentnih kontaktnih optere¢enja za svaku stazu kotrljanja. Pri tome je zbog Siroke
primene kugli¢nih lezaja sa kosim dodirom, koji omogucavaju veliki broj varijantnih resSenja,
posebna paZnja posvecena odredivanju krutosti ovih lezaja. Sparivanjem ovih lezaja u jednom
osloncu moZe se uticati na krutost lezajnog sklopa, posebno aksijalnu i radijalnu krutost.
Programska reSenja su razvijena na bazi Hertz-ove teorije kontakta i John-Harris-ove raspodele
opterecenja na kotrljajna tela. Model u ovom tehniCkom reSenju je proSiren uvodenjem
temperaturnih dilatacija, preklopa/zazora i talasastosti staza kotrljanja u jednaCine ravnoteze.
Takode u modelu je ukljuceno i delovanje sila inercije (centrifugalna sila i giroskopski moment)
na kotrljajna tela.

Matematicki model za nelinearnu analizu dinamickog ponasanja kugli¢nih lezaja je
definisan na bazi kineticke i potencijalne energije za sve elemente leZaja, nakon Cega su ove
energije koriS¢enjem Langrazovih jednacina implementirane u jednacine kretanja koje opisuju
dinamicki model lezaja. Toplotni model je baziran na statickom modelu, zakonima
termodinamike i prostiranja toplote. Matemati¢ki model za odredivanje veka je takode razvijen
na osnovama statickog modela i Ludenberg-Palmgren-ove teorije.

Prikazani matemati¢ki modeli i razvijeno programsko reSenje, se moZe posmatrati kao
opSti model za analizu kugli¢nih lezaja. OpStost modela se moZe zakljuciti na osnovu izbora
specijalnih lezaja sa kosim dodirom koji su posluzili za verifikaciju. Naime, identifikovana je
grupa preciznih leZaja sa uglom kontakta u oblasti 10° - 30° (lezaji za glavna vretena) sa vrlo
Sirokim opsegom brojeva obrtaja i kombinovanih spoljasnjih opterecenja, uz razliite varijante
ugradnje, kao i razliCite varijante prednaprezanja. Druga razmatrana grupa specijalnih leZaja sa
kosim dodirom sa uglom kontakta u oblasti 30° - 60° (uleZiStenje tocka vozila i potisni leZaja za
kompresore kamiona) sa izrazitim dinamickim spoljaSnjim kombinovanim optere¢enjem, Sto
takode ima zacajan uticaj na vek.
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PRILOZI

U okviru statickog, toplotnog i dinamic¢kog ponaSanja kugli¢nih leZaja izvrSena je analiza
ponasanja kugli¢nih lezaja sa kosim dodirom za uleziStenje glavnih vretena (SKF 7011CDGA),
kugli¢nih lezaja sa kosim dodirom za uleZiStenje tocka vozila (ILT 9642506980) 1 kugli¢nih
lezaja sa kosim dodirom za kompresore kamiona (Knorr Bremse Y0104066). Analiza je
sprovedena s ciljem da se Sto sveobuvatnije analiziraju odgovaraju¢a konstrukciona reSenja
lezaja, kao i da se na ovaj nacCin verifikuju rezultati razvijenih programskih resenja. U nastavku
¢e biti prikazani samo pojedini rezultati pomenutih analiza. U tabeli P1 su prikazane osnovne
geometrijske karakteristike razmatrani leZaja.

Tabela P1. Geomtrijski parametri razmatranih leZaja

Tip leZaja SKF ILT Knorr

7011CDGA | 9642506980 Bremse
Y0104066

Pre¢nik provrta leZaja[mm] d 55 32 40,5

Spoljasnji pre€nik [mm] D 90 84 65,5

Sirina leZaja [mm] B 18 46 16

Broj kotrljajnih tela [ - ] zZ 18 11 18

Srednji pre¢nik [mm] dn 72,5 58 53

Nominalni ugao kontakta [°] O 15 32 40

Precnik kotrljajnih tela [mm] dy 10,319 13,494 7,144

Prilog PI - Rezultati analize ponasSanja kuglic¢nih leZaja za uleZistenje glavnih vretena

Da bi se izvrSilo ispitivanje samih leZaja, predpostavljeno je da je glavno vreteno apsolutno
kruto, u tom slucaju optere¢enja koje deluju na vrh vretena se direktno prenose na lezaje, na
osnovu Cega je: F,=F,=5000 [N] F=F;=4000 [N]. Analizom su obuhvaceni uticaji ugla kontakta,
kontaktnih deformacija, kontaktnih optereCenja, pomeranja centra lezaja, krutosti kako
pojedinacnog tako i leZaja u rasporedu, pri delovanju datih optere¢enja, u stacionarnom
temperaturnom stanju i za sedam vrednosti brojeva obrtaja: 2800, 3550, 4500, 5600, 7100, 9000
i 11200.
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Kontaktno opterecenje [N]

Slika P1. Promena kontaktnog opterecenja na stazama kotrljanja u zavisnosti od pozicije kotrljajnog tela
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Prilog P2 - Rezultati analize ponasSanja kuglic¢nih leZaja za uleZistenje tocka vozila

Analiza ponaSanja integrisanog lezaja tocka vozila je izvrSena na bazi sila reakcije na tocak
vozila za razlicite eksplatacione uslove. Takode je i izvrSena analiza uticaja bocnog ubrzanja na
aksijalnu, radijalnu i1 savojnu krutost razmatranog lezaja, kao i na vek lezaja. Opterecenja koja
deluju na lezaj su odredena na bazi bo¢nog ubrzanja za odredene uslove ispitivanja i referentnu
masu vozila.
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Slika P12. Promena amplitude ubrzanja u zavisnosti od preklopa/zazora za razlicita bocna ubrzanja pri
delovanju kombinovanog optereéenja za ILT 11
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Slika P13. Porast tempearture na unutrasnjoj povrsini unutrasnjeg prstena (T1) integrisanog leZaja
tocka vozila u zavisnosti od vremena za razmatrana bocna ubrzanja
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Slika P14. Promena veka integrisanog leZaja tocka u zavisnosti od bocnog ubrzanja

Prilog P3 - Rezultati analize ponasSanja kugli¢nih leZaja za kompresore kamiona

Analiza ponasSanja kugli¢nog leZaja Knorr Bremse Y0104066 je izvrSena za slucaj kada je
spojnica opterecena od 4000 do 8000 N 1 pri broju obrtaja n=0 o/min. Pri analizi su razmatrani
razliciti radijusi staza kotrljanja.
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Slika P15. Promena nosivosti analiziranog leZaja u zavisnost od odnosa radijusa staza kotrljanja
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Slika P16. Promena ugla kontaka u zavisnosti od opterecenja za razmatrane odnose radijusa staza kotrljanja
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Slika P17. Promena kontaktnih opterecenja u zavisnosti od opterecenja
za razmatrane odnose radijusa staza kotrljanja

Veklezaja [h]

27500

27000

26500

26000

25500

25000

24500

24000

23500

0,99

1,01

T T T T T
1,02 1,03 1,04 1,05 1,06
ro/ri

1,07

Slika P18. Promena veka leZaja u zavisnost od odnosa radijusa staza kotrljanja
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HU3BO/J U3 3AITMCHUKA

HacrapHo-nayunor seha @akyntera texuuukux Hayka y Hoeom Canmy, Ha 18. penoBHOj
CeHMUM oJpxkaHo) AaHa 26.12.2013. roauHe, noxeno je cneaehy oanyky:

-uenompeﬁuo U30CmMae.beHo-
Tauka 11.1. Bepugurkauuja Hogux mexnuukux peuiera

U UMeHOosame peyenienama

Tauka 11.1.11.: ¥ unspy Bepudukalje HOBOr TEXHHUKOT pellierba YCBajajy ce peleH3eHTH:
- Jp Munow I'nasowuh, penosnu npodecop, Mammucku daxkynrer, beorpa
- Hp Cp6omyb Cumuh, penosuu npodecop, ®TH, Hosu Can
Hazue TeXHHUUKOT pellea:
HPOI'PAMCKO PEHIEFBDE 34 AHA/TH3Y TOHAIIIAIBA KYTITTHYHHX JIEJKAJA

AyTOpH TEXHHUKOT peluera: 1p Anexcanaap upkosuh, noueHT; a1p Munan 3espkoBuh, peaoBHH
npodecop; ap Cnoboman Tabaxosuh, paHpeaHu npodecop
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Omnykom Hacrasao mayunor peha ®akynrera TexHHUKHX Hayka YHusepsuteta y HoBom
Cany, on 26.12.2013. roaune, IMEHOBAHH CMO 3a pelleH3eHTe TeXHHUKOT pellemha Mo HAa3HBOM
~I[IPOTPAMCKO PENIEILE 3A AHAJIM3Y TIOHAIIAKBA KYTJIMUHUX JIEXKAJA® |,
peanuszoBanor y okupy npojekta ,,CABPEMEHUW ITPUJIA3SHU ¥ PA3BOJY CIIELIUJAJTHUX
PEHIEHA VIIEXUMIITEBA V. MAIIMHCTBY U MEOULIMHCKOJ TIPOTETHUIA”, TP-
35025, umju cy ayropu: ap Amnexcanpap Kuskosuh, mouent, ap Munan 3emkopuh, peioBHH
npodecop u ap Cnobonan Tabaxosuh, sanpean npodecop. Ha ocHosy npernena EnaGopata osor
TEXHHYKOT PEIICH:a U YBHIA y MyOJIMKOBaHE paJoBE 0 BeMY I0AHOCHMO cieachu

HU3BEIITAJ

Texunuko pememe L JIPOTPAMCKO PEIIEILE 3A AHAJIM3Y TIOHAIIIAILA
KYTJIMYHUX JIEXXAJA 7, ayropa: nouenta ap Anexcanupa JKuskoewnha, pemoBHor mpodecopa
ap Munana 3espkoBrha u BaupeaHor npodecopa ap CrnoGomana Tabakosuha, je ommcano y
Enabopary xoju canpxn 47 crpamnma dopmara A4 wmanmuwcanux ¢GoutoM 12 ca HOpMaJTHUM
nmpopeom. Enabopar caipiku mecT nornae/ba y Koje claja u crucax kopuuhene nuteparype ca 57
nurTeparypHa HacnoBa. Hacnosu noriaesba cy:

1. VBoxg
2. Hayuno-cTpyuHe MOIJIOTE TEXHHYKOT pelleHha

3. Teopujcke mozuiore 3a paspoj MPOTPAMCKOr Pellerba 3 AHANM3Y TIOHAIIAKA KYTIHIHEX
nexaja

4. Omuc MpoOrpamMcKMX pellema 3a aHaIn3y NOHAlaka KyTTHYHAX JIexkaja
5. 3akJbyuak
6. Jlureparypa

Texumako peweme npumaga ofmacte codTBepa mnpeasuheHor 3a ayTOMAaTH30BaHH
TPOPaYyH ¥ aHANH3Y KyTIIIHHEX JIeXKaja 38 PasIAYMTE YCI0BE MPHMEHE H PEATH30BAHO je Y OKBHPY
npojexta ,,CaBpeMeHH MPHIIA3H Yy Pa3BOjy CHEUHjATHHUX pellerha YAKHIITERHA Y MAIIHHCTBY H
MenurHeKoj mpoteTrim” TP-35025 13 nporpama TexHOTOMKOr passoja MunucrapeTsa npocserte,
HayKe W TeXHOJIOWIKOT pa3Boja PenyGmuke Cpbuje.

IIporpamcko pemermse 3a aHAH3y MOHAIAKBA KYTTHIHAX nexaja ce KopuctH Ha Dakynrery
TEXHHIKHX HayKa Ka0 CPEACTBO 3a ycaBpllaBarbe Mpoleca anatnse jexaja u y npenysehy ,, OKJT
n3 Temeprna koje ce 6aBH pa3BojeM H H3PajOM JIeKaja H KapiaHa.

Y mornasiby Y600 monasu ce o 3HauUaja KOTP/bajHHUX nexaja y Mmeramonpepahupaukoj
HHLYCTPH]H, T€ KOHCTATyje HEMPEeKUIaH pa3Boj TEXHHYKHX KapakTEepUCTHKA HCTHX. YKa3yje ce Ha
YMILEHHILY /I3 je NOHAIIAE KOHCTPYKIIHja Y eKCIIOATAIH]H YCIIOB/BEHO MOHALIAbEM nexaja, Te ce
ykasyje Ha MOTyhHOCTH M mHOZpydYje NMpHMeHe mpPOrpamckor pelnerma 3a aHaIM3y IOHAIIAHA
KYIJIMYHEX JIewkKaja.

lornaswe Hayuno-cmpyune noonoze mexuuuxoz pewtema ce yKasyje Ha oxpehene
MATEMaTHIKe MOZENE 33 aHAIM3y HCTOr. YKasyje ce M HA BENMKH yTHIA] KOHCTPYKIIHOHHX
MapaMeTpa Ha mopacT TeMIepaType, a THME M Ha Ipe/iHanpesare exaja. Ha ocHoBy HajHOBHJHX
JIMTEPATyPHHX H3BOpA CE IPUKA3yjy PE3yITATH HCTPAXKHBAKA, TJe Ce 3anaKa M yBoheme
THPOCKOIICKOr edieKTa, HeHTPU(DYTaIHUX CHIIA M reoMeTpHjcke HecappuieHoctH. Cem JIHHEapHe
TEOpHje, yKasyje ce M Ha NPHUMEHY, y HajHOBH]e BpEME, HEJIMHEApHE TEOpHje, NpU YeMy ce
YTJIABHOM pa3sMaTpa reOMETPHjCKa HEITMHEAPHOCT. AHAIM3UPAHH PAIOBH Cy yKasanu Ha MoryhuocT
KBAHTHTATHBHE OLCHE CTATHHKOT, TOMIOTHOr H JHHAMAYKOT TIOHAIIAbA JeKaja/TeKajHOT CKiIona y
3aBHCHOCTH O] FbeI'OBE HaMEHe.,

Y nornasipy Teopujcke nodnoze 3a pazeoj npozpamcroz peuierba 3a aHanu3y nOHAMarna
Ky2nuuHux nexcaja cy neMHUCAHM MATEMATHYKH MOJENH 3a AHAJIM3Y CTAaTHYKOI, JHHAMHYKOT,
TONMITOTHOT  MOHAIllARa JICKajd, Kao W MaremaTHud Mojen 3a ompehuBame Beka HCTOT.
MaremaTHyky Mozen 3a aHanM3y CTATHYKOT, KYIJIHYHHX JieKaja je pasBujeH Ha Oasu Heriz-oge



TeOpUje KOHTaKTa H John-Haris-o6ux Kea3u-cTaTHMUKUX jenHaunHa paBHOTexe. IlpHkasanu
MATCMaTHIK1 MOJZICI 32 aHATU3Y JMHAMHYKOL [OHIUAK:A je Y OCHOBM Pa3BHjeH Ha Ga3H CTATHYKOL
Mo/lelia npuMeHoM JlarpamkoBux jeaHaunna. TomioTHE Mozien je Gasupan Ha cTaTHYKOM Moy,
3akOHHMA TEPMOTMHAMHKE H NPOCTHpPAra TOILIOTE. MaTeMaTHUKH MOJIEN 3a oapeluBame Beka je
Takole pasBHjeH HA OCHOBAMa CTATHYUKOT MOJENa U Ludenberg-Palmgren-ose Teopuje. Pa3sujenn
MOJZIENI je ca MeT CTEeneHH crodoiae W y3uMa y pasmaTparme 1ejCTBO HeHTpudyramHux cuna u
THPOCKOIICKOT  MOMEHTA, TEMIEpaTypHe [MiaTalldje, IpPeKIoN/3a30p M TanacacTocT cTasa
KOTpJbama.

Y nornasimy Onuc npozpamckux pewermwa 3a AHAUZY NOHAMAA KY2IHYHUX Jexcaja je
OTHCAHA OMNIITA CTPYKTYpa W pelausalija NpOrpamcKkor pemema. CTpykrypa IpOrpamMmcKor
peluesma je onucaHa NapuujaaHo Kpo3 ONMHC M HAYHH (bYHKIMOHMCAIbA CBAKOT pellersa 3ace6Ho.
IIporpamcko pememe ce cacToju U3 YeTHpH aena Koja cy MehycoOHO moBesana, a ciryxe 3a aHaIM3y
CTATHHKOT, THHAMH'KOT, TOIJIOTHOr IOHALIAKka M 0JpehHBambE BeKa KYTIHYHAX Jexaja.

Y 3aKmyuKy ce Ha OCHOBY NpPENCTAB/BEHAX YMELCHHUIA CyMHpajy MOryhHOCTH pasBHjeHOTr
HMpOTPAaMCKOT PEliehha y MCTPAKMBATKHM H AKTHBHOCTHMA aHAJIH3€ [I0HAIIAA KyTTHYHAX nexaja.

TIpunosu canpsxe npukas nojeMHEX Pe3y/ITaTA AHATH3E HA KOHKPETHHM Jexajuma. [Ippa
rpyna Cy NpenusHH JIeXKajH ca yriaoM KoHtakra y obmactu 10° - 30° (meskaju 3a riaBHA BpeTeHa) ca
BPJIO IIMPOKMM orcerom OpojeBa 00pTaja B KOMOMHOBAHHX CIIOJBAIIHX onrepehema. JIpyra
pasMatpaHa rpyna cy CleLHjaliHH JIekajH ca KOCHM JIOJMPOM ¢a YIIOM KOHTAKTa y o6nactu 30° -
60° (YTeXKUIITEE TOUKA BO3MIA U JIekKajH 3a KOMIIPECOpe KaMHOHA) Ca M3PAa3sHTHM IMHAMHYKHM
CIOJbaLIIbHM KOMOMHOBAHHM OnTepehemem.

MUIINJ/bEE

Ayropu TexnuyKkor permema ,,[IPOTPAMCKO PEIIELE 3A AHAJIM3Y TTIOHAIIIABA
KVITIMYHUX JIEXXAJA * cy €1adopaToM JeTa/bHO OMHCAITH METOMOJIOTH]Y aHaIH3€ [OHAIIAMHa
KyTTHYHEX nexaja. Kapakrepucruke u cTpykrypa [IPOTrPaMCKOr peierma yKas3yjy A4 OBO TEXHHYKO
PCIICEHE  IPEACTaBba AONPHHOC Yy TOAPYYjy aHamH3e M NpopadyHa KYIJIMYHHX JIekKaja.
IIpennaxemo Hacrasno may4ynom Behy Dakynrera TexHmukmx Hayka YHuBepsutera y Hosom

Cany, na copreep ,JIPOTPAMCKO PEIIEIE 3A AHAJIN3Y TIOHAIUIAWKA KYTJIMYHUX
JIEVKAJA > (M- 85) npuxBati ka0 HOBO TEXHHYKO peleme.

Y beorpany u Hopom Cany, janyap 2014. rox.
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H3BOA U3 3AIIMCHUKA

Hacrasno-nayunor seha ®axynrera texuuuxkux Hayka y Hosom Cajuy, na 19.

oapxanoj gana 15.01.2014. ronune, qoHeno je caeaehy oanyky:

~-Hen ompeﬁuo U30CMABBEHO-

Tauka 3. Bepuppuxayuja mexuuuxkux pewierva

CCOAHHLHN

Tauka 3.7: Ha ocHOBY IIO3UTHBHOT M3BEINTAja PELEH3EHATAa BEpUPUKYje C€ TEXHUUKO

pelemha KATeropuje rmoji Ha3uBOM:

ITPOI'PAMCKO PEINEILE 34 AHAJTU3Y IIOHAILUIAA KYTTTHYHHX

JEKAJA

AyTOpH TEXHHUKOT pelema: Ap Anekcanaap *Kuskosuh, jonent; ap Munan

3emkosuh, pejopun npodecop; ap Cnodonan Tabaxosuh, BaHpe HH TIPOhecop
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