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1. Opis problema koji se rešava tehničkim rešenjem 

Oblast na koju se tehničko rešenje odnosi 

Teorija signala i sistema, teorija električnih kola, pojačavači snage 

Problem koji se tehničkim rešenjem rešava 

U ovom tehničkom rešenju razvijeni su algoritmi za određivanje graničnih linija impedansi na 
osnovnom i drugom harmoniku za rezistivno-reaktivnu klasu-B/J pojačavača snage. Granične linije se 
određuju za impedansu na osnovnom harmoniku pri čemu je impedansa na drugom harmoniku poznata. 
Takođe se određuju za impedansu na drugom harmoniku pri čemu je impedansa na osnovnom harmoniku 
poznata. Ove granične linije su važne u dizajnu širokopojasnih i linearnih pojačavača snage, kao što su 
pojačavači snage u rezistivno-reaktivnoj klasi-B/J. Granične linije su određene analitičkim putem što je 
omogućilo da se razviju i softverski implementiraju algoritmi koji su vremenski efikasni. 

2. Stanje rešenosti tog problema u svetu  
U analizi pojačavača snage, dizajn signala je karika koja povezuje tehnologiju, dizajn kola i 

performanse sistema [1]. Analitički modeli signala donose brojne prednosti u dizajnu pojačavača snage, 
npr. dizajn pojačavača postaje manje zavisan od tehnologije, lakše utvrđivanje i otklanjanje izobličenja 
signala koja loše utiču na preformanse pojačavača, itd. [2]. 

Rezistivno-reaktivna klasa-B/J pojačavača snage je uvedena u radu [3], ali se ona pojavljuje i pod 
nazivom rezistivno-reaktivna klasa-J u radu [4]. U rezistivno-reaktivnoj klasi-B/J pojačavača, signal 
napona je nenegativan signal sa vremenski konstantnom komponentom, osnovnim i drugim 
harmonikom, dok je signal struje tzv. polusinusoidalan signal. 

Pojam graničnih linija (eng. clipping contours) impedanse na osnovnom harmoniku za klasu-BJ 
pojačavača snage pojavio se prvi put u radu [5]. Granične linije predstavljaju granicu između 
nenegativnih signala sa jedne strane i signala koji to nisu sa druge strane. U [5] nije prikazan nikakav 
metod za generisanje graničnih linija. Kako je navedeno u kasnije objavljenom radu [3] iste istraživačke 
grupe, one su dobijene intenzivnim numeričkim simulacijama. Grafici graničnih linija impedanse na 
osnovnom harmoniku za klasu-BJ pojačavača su takođe prikazani u [6], ali ni u tom radu nije opisano 
kako su one određene. Analitičko rešenje za određivanje graničnih linija impedanse na osnovnom 
harmoniku kada je impedansa na drugom harmoniku čisto reaktivna opisano je u našem ranijem 
tehničkom rešenju [7]. 

Opštiji problem od određivanja graničnih linija impedanse na osnovnom harmoniku za klasu-BJ je 
određivanja graničnih linija impedanse na osnovnom harmoniku za rezistivno-reaktivnu klasu-B/J 
pojačavača snage. Kod klase-BJ, impedansa na drugom harmoniku je čisto reaktivna, dok kod rezistivno-
reaktivne klase-B/J impedansa na drugom harmoniku ima i rezistivni i reaktivni deo. U radu [3] je 
predložen postupak za generisanje graničnih linija impedanse na osnovnom harmoniku za rezistivno-
reaktivnu klasu-B/J pojačavača. Postupkom predloženim u [3] generišu se i tačke koje ne pripadaju 
graničnim linijama i koje je naknadno potrebno eliminisati. Tačke koje je potrebno eliminisati su tačke 
za koje odgovarajući signali nisu nenegativni i tačke koje ne obezbeđuju da impedansa na osnovnom 
harmoniku bude pasivna (za detalje videti odeljak 3.3.2.3). 

U radu [3] takođe je predložen postupak za određivanje graničnih linija za impedansu na drugom 
harmoniku za rezistivno-reaktivnu klasu-B/J pojačavača, kada je impedansa na osnovnom harmoniku 
zadata. I ovaj postupak, osim tačaka na graničnoj liniji, generiše i tačke koje je potrebno naknadno 
eliminisati, jer ne odgovaraju nenegativnim signalima (za detalje videti odeljak 3.3.3.2). 

Osim za rezistivno-reaktivnu klasu-B/J, iako do sada nisu korišćene, granične linije impedansi na 
osnovnom i drugom harmoniku mogu biti koristan alat u projektovanju pojačavača snage sa 
injektovanim drugim harmonikom [8]-[11], kao i u projektovanju pojačavača snage sa proizvoljnim 
impedansama u izlaznom kolu [12]. 
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3. Detaljan opis tehničkog rešenja (uključujući i prateće ilustracije 
i tehničke crteže) 

Normalizovan oblik signala sa vremenski konstantnom komponentom, osnovnim i drugim 
harmonikom (trigonometrijski polinom drugog stepena) glasi: 

 2 1 1 2 2( ) 1 cos sin cos2 sin 2 .T a b a b          (1) 

Nenegativni signali tipa (1), tj. oni za koje važi 2 ( ) 0T    za svako ,  modeluju naponski signal za 
rezistivno-reaktivnu klasu-B/J pojačavača snage. 

Amplitude osnovnog i drugog harmonika signala (1) su 

 2 2
1 1 1 ,a b    (2) 

 2 2
2 2 2 ,a b    (3) 

respektivno. Signali tipa (1) mogu se napisati i u sledećem obliku: 

 2 1 1 2 2( ) 1 cos( ) cos(2 ),T             (4) 

gde je 1 0,   2 0,   1 ( π,π]    i 2 ( π,π].    Relacije između koeficijenata 1,a  1b  i parametara 1,  
1,  kao i koeficijenata 2 ,a  2b  i parametara 2 ,  2  glase: 

 1 1 1 1 1 1cos , sin ,a b       (5) 

 2 2 2 2 2 2cos , sin .a b       (6) 

3.1. Opis nenegativnih signala sa osnovnim i drugim harmonikom 
Prema klasičnom rezultatu o trigonometrijskim polinomima [13] (videti takođe i [14]), svi 

nenegativni trigonometrijski polinomi tipa (1) mogu se napisati kao: 

 2 j 2 j
2 2 2( ) Re { (e )} Im { (e )},T H H     (7) 

gde je j 1,    
 j j 2 j

2 0 0 1 1 2 2(e ) j ( j )e ( j )e ,H c d c d c d         (8) 

i parameteri 0 ,c  1,c  2 ,c  0 ,d  1,d  2d  zadovoljavaju sledeći uslov: 

 2 2 2 2 2 2
0 1 2 0 1 21 .c c c d d d       (9) 

Relacije koje povezuju koeficijente nenegativnih signala tipa (1) i ove parametre su: 

 1 0 1 1 2 0 1 1 22( ),a c c c c d d d d     (10) 

 2 0 2 0 22( ),a c c d d   (11) 

 1 0 1 1 2 0 1 1 22( ),b d c d c c d c d     (12) 

 2 2 0 0 22( ).b c d c d   (13) 

Navedeni opis koeficijenata nenegativnih signala zahteva šest parametara 0 ,c  1,c  2 ,c  0 ,d  1d  i 2d  koji 
su povezani nelinearnom relacijom (9). Polazeći od rezultata [13], u [15] je pokazano da se koeficijenti 
nenegativnih signala sa osnovnim i drugim harmonikom mogu izraziti u terminima četiri nezavisna 
parametra. Taj opis je dat u sledećem stavu. 

Stav 1. Za sve nenegativne signale tipa (1), koeficijenti 1,a  1,b  2a  i 2b  mogu se izraziti u terminima 
četiri nezavisna parametra ,  ,    i   kao 

  1 sin 2 cos cos( ) sin cos( ) ,a            (14) 

  1 sin 2 cos sin( ) sin sin( ) ,b            (15) 

 2
2 cos sin(2 )cos(2 ),a     (16) 

 2
2 cos sin(2 )sin(2 ).b     (17) 

 
Amplituda osnovnog harmonika nenegativnih signala tipa (1) zadovoljava relaciju [13], [15]: 

 10 2.   (18) 

Amplituda drugog harmonika nenegativnih signala tipa (1) zadovoljava relaciju [15]: 

 20 1.   (19) 

Osim toga, za nenegativne signale tipa (1), 2 1   implicira 1 0   [16]. 
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3.2. Nenegativni signali sa bar jednom nulom 
Za pojačavače snage od posebnog interesa su nenegativni signali sa bar jednom nulom, videti npr., 

[3], [6], [12], [15], [16], [17].  
Opis nenegativnih signala tipa (1) sa bar jednom nulom dat je u sledećem stavu [15], [16].  
Stav 2. Svaki nenegativan signal tipa (1) sa bar jednom nulom može se izraziti u sledećem obliku  

   2 0 2 2 0( ) 1 cos( ) 1 cos 2 cos( ) ,T                 (20) 

gde su 

 2

1
,

2 cos






 (21) 

 | | π.   (22) 
 
Konverzijom signala (20) u aditivnu formu dobijaju se njegovi koeficijenti: 

 1 2 0 2 0(1 cos )cos 2 sin sin ,a           (23) 

 1 2 0 2 0(1 cos )sin 2 sin cos ,b           (24) 

 2 2 0cos(2 ),a      (25) 

 2 2 0sin(2 ),b      (26) 

gde 2  zadovoljava (21) i | | π.   Takođe, iz (25)-(26) i (6) sledi 

 0 2(2 )mod 2π.     (27) 

3.2.1. Nenegativni signali sa bar jednom nulom i zadatim koeficijentima 2a  i 2b  

U ovom odeljku određeni su eksplicitni izrazi za koeficijente 1a  i 1b  nenegativnih signala tipa (1) sa 
bar jednom nulom, za zadate koeficijente 2a  i 2 ,b  2 2

2 2 0.a b   Koeficijenti 1a  i 1b  izraženi su preko 
koeficijenata 2a  i 2b  na drugom harmoniku i 0 ,  gde 0  označava nulu signala. Interval za 0  koji 
obezbeđuje da signal bude nenegativan takođe je određen u eksplicitnom obliku. U našim ranijim 
radovima [16], [7] nije bio određen eksplicitan izraz za interval za 0.   

Rezultati ovog odeljka su korišćeni za određivanje graničnih linija impedanse na osnovnom 
harmoniku za rezistivno-reaktivnu klase-B/J pojačavača snage (odeljak 3.3.2). 

Koeficijenti nenegativnih signala sa bar jednom nulom dati su izrazima (23)-(26). Jednačine (25) i 
(26) mogu se rešiti po 2 cos   i 2 sin ,   

 2 2 0 2 0cos cos 2 sin 2 ,a b       (28) 

 2 2 0 2 0sin sin 2 cos 2 .a b       (29) 

Uvrštavanjem (28) i (29) u (23) i (24), koeficijenti 1a  i 1b  mogu se izraziti preko 2 ,a  2b  i 0 ,   

 2
1 2 0 2 0 2 0 0(1 )cos 2( cos sin )sin ,a a a b          (30) 

 2
1 2 0 2 0 2 0 0(1 )sin 2( sin cos )cos .b a a b          (31) 

Da bi se iz (30) i (31) odredili svi parovi 1 1( , )a b  nenegativnih signala sa bar jednom nulom i zadatim 
koeficijentima 2a  i 2 ,b  potrebno je odrediti interval za 0.   

Za zadate 2a  i 2 ,b  iz (6) se mogu odrediti amplituda 2 2
2 2 2a b    i faza drugog harmonika: 

 2 2 2atan 2( , ).b a     (32) 

Funkcija atan 2( , )y x  je definisana kao  

 

arctan( ) ako je 0,

atan 2( , ) arctan( ) π ako je 0 i 0,

arctan( ) π ako je 0 i 0,

y x x

y x y x x y

y x x y


   
   

 (33) 

i njen kodomen je ( π,π].   

Iz (27) sledi 0 22 ( )mod 2π,     odakle je 

 0 2

1
( ) π,

2
t      (34) 
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gde je t  ceo broj. Na osnovu (21), interval za cos  zavisi samo od 2 ,  

 21 cos 2 1 .        (35) 

Lako se može pokazati da je izraz (35) uvek zadovoljen ako je 2 1 3.   Sa druge strane, za 21 3 1,   
na osnovu (22) i (35), interval za | |  jednak je 2arccos( 2 1 ) | | π.      Sledi da se interval za | |  za 
signale tipa (20) može napisati kao 
 | | π,g     (36) 

gde je 
  2arccos min(1, 2 1 ) .g      (37) 

Iz (37) sledi 0 π,g   jer je kodomen funkcije arccos  jednak [0,π].  Uvedimo oznake 

 1 2 2 2

1 1
π ( ), ( ),

2 2g g             (38) 

gde su g  i 2  dati sa (37) i (32), respektivno. Iz (38) sledi 1 2 ,   jer je 0 π.g   Za πg   dobija 
se 1 2 ,   2 1   i 1 0.   Iz (36), (34) i (38) sledi da je interval za 0  jednak 

 0 1 2 1 2[ , ] [ π, π].          (39) 

Na osnovu izloženog, za zadate koeficijente 2a  i 2 ,b  interval za 0  može se odrediti iz (39). 
Uvrštavanjem izabrane vrednosti 0  u (30) i (31) dobijaju se koeficijenti 1a  i 1.b  

Za 2 1 3   iz (37) se dobija 0.g   U tom slučaju iz (38) sledi 2 1 π    i (39) postaje 
0 1 1[ , 2π].     Sledi da 0  može uzeti sve vrednosti ako je 2 1 3.    

Za 2 1 3   podintervali u (39) su disjunktni. S obzirom da je g   za 0 1 π    i g    za 
0 2   (videti (34) i (38)), iz (30)-(31) sledi 

 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2

( ) ( ) ( π) ( π),

( ) ( ) ( π) ( π),

a a a a

b b b b

   
   

      
      

  (40) 

Relacije (40) pokazuju da je parametarski opisana kriva (30)-(31) na intervalu (39) neprekidna. Tačke 1  
i 2 π   odgovaraju nenegativnom signalu sa dve nule. Takođe, tačke 1 π   i 2  odgovaraju 
nenegativnom signalu sa dve nule. Signal sa nulama u 1 π   i 2  ima 1 0,a   dok signal sa nulama u 1  
i 2 π   ima 1 0a   [7]. Osim toga, iz 1 1 1 2( ) ( ) 0a a    i 1 1 1 2( π) ( π) 0a a      sledi da je koeficijent 

1a  dat sa (30) jednak nuli za bar jedno 0  iz podintervala 1 2[ , ]   i bar jedno 0  iz podintervala 
1 2[ π, π],    respektivno. 

Na slici 1 su prikazane zatvorene krive u ravni 1,a  1b  koje odgovaraju nenegativnim signalima sa 
2 0,2a    i bar jednom nulom, za pet vrednosti koeficijenta 2 :b  2 { 0,6; 0,3;0,0,3;0,6}.b     Svaka 

kriva deli prostor 1,a  1b  na unutrašnju i spoljašnju oblast. Tačke u unutrašnjoj oblasti odgovaraju 
nenegativnim signalima. Kada je 2 1 3   krive su glatke, dok u slučaju 21 3 1   krive imaju dva 
“vrha” (nisu glatke u tim tačkama). Te tačke odgovaraju nenegativnim signalima sa dve nule (dva 
globalna minimuma).  

 

Slika 1. Parametarski prostor 1 1( , )a b  za 2 0,2a    i 2 { 0,6; 0,3;0,0,3;0,6}.b      

Koeficijenti 1,a  1b  i 2b  nenegativnih signala sa bar jednom nulom i 2 0,2a    formiraju zatvorenu 
površ u koordinatnom sistemu 1 1 2( , , ),a b b  prikazanu iz dva ugla na slici 2. Tačke unutar površi određuju 
nenegativne signale (koji nemaju nulu), tačke na površi određuju nenegativne signale koji imaju nulu, 
dok tačke izvan površi određuje signale koji nisu nenegativni. 
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Slika 2. Parametarski prostor 1 1 2( , , )a b b  za 2 0,2.a    Tačke na površi određuju nenegativne signale koji imaju nulu. 

3.2.1.1. Specijalan slučaj kada je 2 0a  

Specijalan slučaj kada je 2 0a   je važan za modelovanje naponskog signala koji odgovara klasi-B/J 
pojačavača snage. Ovaj poseban slučaj analiziran je i u našem ranijem tehničkom rešenju [7], ali interval 
za 0  nije bio određen u eksplicitnom obliku. Ovde je taj slučaj izveden iz rezultata prethodnog odeljka.  

Za 2 0a   početna faza drugog harmonika je 2 2(π 2)sgn ,b    dok je amplituda 2 2| |,b   2 0.b   
U ovom slučaju izrazi (30) i (31) postaju 
 3

1 0 2 0cos 2 sin ,a b      (41) 

 3
1 0 2 0sin 2 cos .b b      (42) 

Interval za 0  određuje se iz (39), gde su ,g  1  i 2  na osnovu (37) i (38) jednaki 

  2arccos min(1, 2 1 | |) ,g b      (43) 

 1 2 2 2

1 π 1 π
π sgn , sgn .

2 4 2 4g gb b           (44) 

3.2.2. Nenegativni signali sa nulom i zadatim koeficijentima 1a  i 1b  

U ovom odeljku rešen je problem određivanja svih parova koeficijenata 2 2( , )a b  nenegativnih signala 
sa bar jednom nulom i zadatim koeficijentima 1a  i 1,b  2 2

1 1 0.a b   Koeficijenti 2a  i 2b  izraženi su preko 
koeficijenata 1a  i 1b  na osnovnom harmoniku i 0 ,  gde 0  označava nulu signala. Interval za 0  koji 
obezbeđuje da signal bude nenegativan takođe je određen u eksplicitnom obliku.  

Rezultati ovog odeljka su primenjeni za određivanje graničnih linija impedanse na drugom harmoniku 
za rezistivno-reaktivnu klasu-B/J pojačavača snage (odeljak 3.3.3). 

Za zadate koeficijente 1a  i 1,b  iz (5) se mogu odrediti amplituda 2 2
1 1 1a b    i faza prvog 

harmonika 
 1 1 1atan 2( , ),b a     (45) 

gde je funkcija atan 2( , )y x  data sa (33). 

Polazeći od (23) i (24), 2 cos   i 2 sin   se mogu izraziti preko 1,a  1b  i 0 :   

 2 1 0 1 0cos 1 cos sin ,a b         (46) 

 2 1 0 1 0

1
sin ( cos sin ).

2
b a       (47) 

Izrazi (25) i (26) mogu se napisati u obliku: 

 2 2 0 2 0cos cos2 sin sin 2 ,a          (48) 

 2 2 0 2 0cos sin 2 sin cos2 .b          (49) 

Uvrštavanjem (46)-(47) u (48) i (49) dobija se 

 3 3
2 0 1 0 1 0cos 2 cos sin ,a a b        (50) 



7 
 

 2 2
2 0 1 0 0 1 0 0

1 1
sin 2 (1 2cos )sin (1 2sin )cos .

2 2
b a b           (51) 

Da bi se iz (50)-(51) odredili svi parovi 2 2( , )a b  nenegativnih signala sa bar jednom nulom i zadatim 
koeficijentima 1a  i 1,b  potreban je interval za 0.   

Kvadriranjem (23) i (24) i njihovim sabiranjem dobija se 

 2 2 2
1 2 2(1 cos ) (2 sin ) .         (52) 

Primetiti da je izraz (21) uvek zadovoljen za cos 1,    jer je 2 1   (videti (19)). Lako se vidi da je za 
cos 1    izraz (52) minimalan iz čega sledi 

 1 21 .     (53) 

Za zadato 2 ,  prvi izvod (52) po   jednak je  

 1
1 22 2sin (1 3 cos ).
   



  


  (54) 

S obzirom da je 1 0   i 1 2   (videti (18)), 1 0     implicira sin 0   i/ili 21 3 cos 0.    
Razlikujemo dva slučaja: 2 1 3   i 2 1 3.   

Prvo ćemo analizirati 2 1 3.   Za 2 1 3   je 21 3 cos 0    i prema tome 1 0     implicira 
sin 0,   tj. cos 1.    Lako je pokazati da je za cos 1   izraz (52) maksimalan, dok je za cos 1,    
kao što smo već rekli, minimalan. Za 2 1 3,   21 3 cos 0    implicira cos 1,   za koje je izraz (52) 
maksimalan. Prema tome 
 2 1 2 21 1 , 1 3.          (55) 

Sada ćemo analizirati 2 1 3.   Množenjem (52) sa tri i korišćenjem 2 2sin 1 cos ,    jednačina se 
može napisati u obliku 
 2 2 2

2 2 1(3 cos 1) 4 12 3 .         (56) 

Iz 2 1 3   i (21) sledi da je cos 1   i 2 21 3 cos 2(3 1).      Primetiti da su obe strane poslednje 
nejednakosti pozitivne, jer je 23 1 0.    Uvrštavanjem (56) u 2 2

2 2(1 3 cos ) 4(3 1)      dobija se 
2 2

1 22(1 2 ) 2.     Kako još mora biti i 2 11     (videti (53)) sledi 

 2 2
1 2 2 1 22(1 2 ) 2, 1 , 1 3 1.             (57) 

Izrazi (55) i (57) mogu se napisati i u sledećem obliku 

 

2
1 2 1 1

2 2
1 2 1 1

1
| 1| 1 1 2 , 0 4 3,

2
1 1

1 1 2 1 1 2 , 4 3 2.
2 2

   

   

        

             

  (58) 

Na slici 3 prikazana je oblast (obojena sivom bojom) mogućih parova vrednosti amplituda 1  i 2  
nenegativnih signala tipa (1) sa bar jednom nulom. Grafik je nacrtan na osnovu izraza (55) i (57), 
odnosno (58). 

 

Slika 3. Tačke u sivo obojenoj oblasti predstavljaju moguće vrednosti amplituda 1  i 2   

nenegativnih signala sa bar jednom nulom. 

Označimo sa  
 0 1( )mod 2π.      (59) 
Takođe označimo sa  
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2

1 1

1 1 1
arccos max 1, ,

2m  

  
          

  (60) 

 
2

1 1

1 1 1
arccos .

2p  
 

    
 

  (61) 

Iz (18) i 1 0   dobija se π 2 3π 4 π.p m       

Primenom (27) i (59), 2 0( ) 0T    se može napisati u obliku  

 1 21 cos cos 0.        (62) 

Razmotrićemo posebno slučajeve 10 4 3   i 14 3 2.   

Razmotrimo prvo slučaj 14 3 2.   Na osnovu (58), u ovom slučaju 2  je u intervalu  

 2 2
1 2 1

1 1
1 1 2 1 1 2 .

2 2
                (63) 

Krajnje tačke intervala (63) odgovaraju signalima sa dve nule, kod kojih je 2 2cos 1 2     [7]. 
Uvrštavanjem 2 2cos 1 2     u (62) dobija se 1 2cos 2( 1).     Sledi da se krajnje tačke intervala 
(63) dostižu za 2 1cos 2( 1) ,     tj. za cos cos m   ili cos cos ,p   gde su m  i p  dati sa (60) i 
(61), respektivno (u ovom slučaju je cos 1m   ). Kosinus je opadajuća funkcija na intervalu [0,π]  iz 
čega sledi | | .p mv v   Označimo sa  

 1 1 2 1 3 1 4 1, , 2π , 2π .p m m p                        (64) 

Iz πp m    sledi 1 2 3 4.       Rešavanjem | |p mv v   po 0  (videti (59)) dobija se  

    0 1 2 3 4, , .        (65) 

Za 14 3 2   podintervali u (65) su disjunktni. Primetiti da se za 1 2   dobija 2 1 2,   
3π 4,m p    1 2   i 3 4 1 π 2      (podintervali u (65) degenerišu u tačke). 

Razmotrimo sada slučaj 10 4 3.   Na osnovu (58), u ovom slučaju 2  je u intervalu 

 2
1 2 1

1
| 1| 1 1 2 .

2
           (66) 

Relacija 1 2| 1|    se dobija iz (62) za cos 1    i | cos | 1.   Sa druge strane, gornje ograničenje za 
2  je isto kao i u prethodnom slučaju, i ova tačka se dostiže za cos cos ,p   gde je p  dato sa (61). 

Prema tome, relacija (66) je zadovoljena za 1 cos cos ,p     odnosno za | | π.p    Rešavanjem ove 
nejednakosti po 0  (videti (59)) dobija se  

  0 1 4, ,     (67) 

gde su 1  i 4  dati u (64). Primetiti da se za 10 4 3   iz (60) dobija π.m   Uvrštavanjem πm   u 
(64) dobija se 2 3.   Sledi da se interval (67) može dobiti iz (65) uvrštavanjem π.m   

Na osnovu izloženog u ovom odeljku: 
- za zadate koeficijente 1a  i 1b  takve da 2 2

1 10 4 3,a b    interval za 0  može se odrediti iz (67). 
Uvrštavanjem izabrane vrednosti 0  u (50) i (51) dobijaju se koeficijenti 2a  i 2 ,b  

- za zadate koeficijente 1a  i 1b  takve da 14 3 2,   interval za 0  može se odrediti iz (65). 
Uvrštavanjem izabrane vrednosti 0  u (50) i (51) dobijaju se koeficijenti 2a  i 2.b  

Kao primer, na slici 4 su prikazane zatvorene krive u ravni 2 ,a  2b  i osenčene su oblasti koje 
odgovaraju nenegativnim signalima sa 1 0,9a    i pet vrednosti koeficijenta 1 :b  1 { 1, 1 2,0,1 2,1}.b     
Primer je tako izabran da ilustruje oba slučaja: 1 4 3   i 1 4 3.   Amplituda 1 4 3   kada je 1 1,b    
dok je 1 4 3   za 1 { 1 2,0,1 2}.b    Takođe, iz 2 (0) 0T   sledi 1 21 0,a a    odakle se za 1 0,9a    
dobija 2 0,1,a    što se može uočiti na grafiku. 

Koeficijenti 2 ,a  2b  i 1b  nenegativnih signala za zadatu vrednost 1 0.9a    i bar jednom nulom 
formiraju zatvorenu površ u koordinatnom sistemu 2 2 1( , , )a b b  (prikazanu iz dva ugla na slici 5). Tačke 
unutar površi određuju nenegativne signale (koji nemaju nulu), tačke na površi određuju nenegativne 
signale koji imaju nulu, dok tačke izvan površi određuje signale koji nisu nenegativni. 
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Slika 4. Parametarski prostor 2 2( , )a b  za 1 0.9a    i 1 { 1, 1 2,0,1 2,1}.b      

Sivo obojene oblasti odgovaraju nenegativnim signalima. 

 

Slika 5. Parametarski prostor 2 2 1( , , )a b b  za 1 0,9.a    Tačke na površi određuju nenegativne signale koji imaju nulu. 

3.3. Granične linije impedansi  
U ovom odeljku, rezultati izloženi u odeljcima 3.2.1 i 3.2.2 su primenjeni za određivanje graničnih 

linija impedansi pojačavača snage. Granične linije se određuju za impedansu na osnovnom harmoniku 
pri čemu je impedansa na drugom harmoniku poznata ili obrnuto [3]. Granične linije razdvajaju oblasti 
tako da tačke sa jedne strane odgovaraju nenegativnim signalima napona, dok tačke sa druge strane 
odgovaraju naponskim signalima koji nisu nenegativni. Ove granične linije su važne u dizajnu linearnih 
pojačavača snage kod kojih signali napona moraju biti nenegativni [3], [5]. Za dobijanje korisnog alata 
za projektovanje pojačavača snage, idealno bi bilo da je određivanje graničnih linija praktično trenutno, 
jer bi to omogućilo određivanje graničnih linija impedansi na svim frekvencijama od interesa nakon 
svakog podešavanja impedanse na prvom ili drugom harmoniku [3].  

3.3.1. Signali, impedanse i efikasnost pojačavača snage 

Za rezistivno-reaktivnu klasu B/J pojačavača snage, naponski signal je nenegativan signal tipa (1) sa 
bar jednom nulom. Strujni signal je tzv. polusinusoidalni signal, veoma čest u analizi pojačavača snage, 
videti npr. [1]-[8], [17]-[21].  

Razmotrimo električno kolo pojačavača snage prikazano na slici 6. Pretpostavimo da su signal 
napona ( )v   i signal struje ( )i   na izlaznom pristupu tranzistora nenegativni signali opisani sa: 

 1 1 2 2( ) 1 cos sin cos2 sin 2 ,v v v vv a b a b          (68) 

 1
2

( ) 1 cos cos ,i ki
k

i a a k  




    (69) 

gde   označava .t  Oba signala su normalizovana u smislu da su vremenski konstantne komponente 
napona i struje jednake dc 1V   i dc 1,I   respektivno. Za vremenski konstantnu komponentu, 
kondenzator bC  (kalem )chL  predstavlja otvorenu (kratku) vezu. Pod uobičajenim pretpostavkama da se 
kondenzator bC  ponaša kao kratak spoj, a kalem chL  kao otvorena veza na prvom i svim višim 
harmonicima, naponski i strujni signal na potrošaču su: 
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 1 1 2 2( ) cos sin cos 2 sin 2 ,L v v v vv a b a b         

 1
2

( ) cos cos .L i ki
k

i a a k  




    

U terminima koeficijenata naponskog signala (68) i strujnog signala (69) impedansa potrošača na 
osnovnom harmoniku je 1 1 1 1( j ) ,v v iz a b a    a na drugom harmoniku je 2 2 2 2( j ) .v v iz a b a    Na 
svim višim harmonici impedansa je jednaka nuli ( 0kz   za 1k   i 2k  ). Realni i imaginarni delovi 
impedansi su označeni sa Re{ }k kr z  i Im{ },k kx z  respektivno. Normalizovana impedansa na k -tom 
harmoniku definisana je sa 1Re{ }.kn kz z z  

Za normalizovane signale (68)-(69), efikasnost pojačavača snage jednaka je srednjoj snazi na 
osnovnom harmoniku (videti npr. [16]), 

 1 1 .
2
i va a

     (70) 

 
Slika 6. Električni kolo pojačavača snage. 

Kao što je već rečeno, signal struje je tzv. polusinusoidalni signal. Normalizovan polusinusoidalni 
signal struje može se na osnovnoj periodi opisati kao (videti npr. [16]) 

 
πcos , | | π 2,

( )
π 2 | | π.0,

i
 





   
 (71) 

S obzirom da je ( )i   parna funkcija, njen razvoj u Furijeov red sadrži samo vremenski konstantnu 
komponentu ( dc 1I  ) i kosinusne članove na osnovnom i svim višim harmonicima. Koeficijenti uz 
osnovni i drugi harmonik signala (71) su 

 1 2π 2, 2 3,i ia a   (72) 

respektivno. Očigledno je 1 0ia   i 2 0.ia    

Iz (72), (70) i 0   sledi  
 1 0.va   (73) 

Iz 1 0va   sledi 21 1va    [16]. Dalje, iz 1 0va   i 1 0ia   sledi da je impedansa na osnovnom 
harmoniku pasivna, jer je 1 0.r   Ako je impedansa potrošača pasivna i na drugom harmoniku tada je i 

2 0,va   jer je 2 0.ia   Važno je napomenuti da iz 2 0va  sledi 1| | 1va   [7]. Dalje iz 1| | 1va   i (70) sledi 
1| | 2.ia   Za 1 π 2ia   dobija se π 4 0,7854    ( π 4 0,7854    je efikasnost pojačavača snage u 

idealnoj klasi-B). Veće efikasnosti mogu se dobiti injektovanjem drugog harmonika na izlaznom 
pristupu tranzistora [8]-[11]. U tom slučaju impedansa na drugom harmoniku nije pasivna. 

3.3.2. Granične linije impedanse na osnovnom harmoniku 

Problem određivanja graničnih linija na osnovnom harmoniku za rezistivno-reaktivnu klasu-B/J 
pojačavača snage, kada je impedansa na drugom harmoniku zadata, prvi put je razmatran u radu [3]. U 
tom radu je predložen postupak za generisanje ovih linija. Postupkom predloženim u [3] generišu se i 
tačke koje ne pripadaju graničnim linijama i koje je naknadno potrebno eliminisati (za detalje videti 
odeljak 3.3.2.3). 

U ovom odeljku je dato analitičko rešenje za problem određivanja graničnih linija za impedansu na 
osnovnom harmoniku za rezistivno-reaktivnu klasu-B/J pojačavača snage, kada je impedansa na drugom 
harmoniku zadata. Kao specijalan slučaj ovog rešenja, dobija se i rešenje u slučaju kada je impedansa na 
drugom harmoniku čisto reaktivna (što odgovara klasi-BJ pojačavača snage). Takođe je razvijen i 
softverski implementiran algoritam za određivanje graničnih linija impedansi na osnovnom harmoniku. 
Zahvaljujući analitičkom rešenju, razvijeni algoritam je vremenski efikasan, što omogućava da bude 
koristan i važan alat u dizajniranju širokopojasnih i linearnih pojačavača snage.  
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Signali u izlaznom kolu tranzistora rezistivno-reaktivne klase-B/J pojačavača su polusinusoidalni 
signal struje (71) i nenegativan signal napona tipa (68) sa bar jednom nulom. Granične linije na 
osnovnom harmoniku određuju se za zadatu impedansu na drugom harmoniku, 2 2 2j .z r x   S obzirom 
da je strujni signal poznat, koeficijenti naponskog signala na drugom harmoniku mogu se odrediti kao 

2 2 2v ia r a   i 2 2 2 ,v ib x a  gde je 2 2 3ia   (videti (72)). Sledi da se problem određivanja graničnih linija 
na osnovnom harmoniku može preformulisati kao problem određivanja svih mogućih parova 1 1( , )v va b  
koeficijenata na osnovnom harmoniku signala tipa (68) sa bar jednom nulom kada su koeficijenti 2va  i 

2vb  zadati, pri čemu je 1 0.va   U odeljku 3.2.1 je rešen problem određivanja svih parova koeficijenata na 
osnovnom harmoniku signala tipa (68) sa bar jednom nulom kada su koeficijenti 2va  i 2vb  zadati. Ostaje 
da se odvoje oni signali koji zadovoljavaju i dodatni uslov 1 0.va    

Amplituda i početna faza drugog harmonika mogu se odrediti iz koeficijenata 2va  i 2 :vb   

 2 2
2 2 2 2 2 2, atan 2( , ).v v v v v va b b a       (74) 

S obzirom da za nenegativne signale važi 2 1,v   i da 2 1v   implicira 1 0v   [16], [7], što nije od 
interesa za pojačavače snage, u nastavku teksta je  

 2 1.v   (75) 

Na osnovu (30)-(31), koeficijenti osnovnog harmonika nenegativnih signala tipa (68) sa bar jednom 
nulom mogu se napisati u obliku 

 2
1 2 0 2 0 2 0 0(1 )cos 2( cos sin )sin ,v v v va a a b          (76) 

 2
1 2 0 2 0 2 0 0(1 )sin 2( sin cos )cos ,v v v vb a a b          (77) 

gde 0  označava nulu signala. Na osnovu (39), 0  pripada intervalu 

 0 1 2 1 2[ , ] [ π, π],v v v v          (78) 
gde je  

 1 2 2 2

1 1
π ( ), ( ),

2 2v gv v v gv v              (79) 

2v  dato sa (74) i  
  2arccos min(1, 2 1 ) .gv v      (80) 

Za 2 1,v   iz (80) sledi 0 π.gv   Za zadate koeficijente 2va  i 2 ,vb  primenom (74)-(80) mogu se 
odrediti svi nenegativni signali tipa (68) sa bar jednom nulom. Među njima se nalaze nenegativni signali 
kod kojih je 1 0,va   kao i oni kod kojih je 1 0.va    

3.3.2.1. Određivanje podintervala na kojem je 1 0va  

U nastavku ćemo odrediti podinterval intervala (78) takav da se za sve 0  iz podintervala dobijaju 
nenegativni signali kod kojih je 1 0.va    

Razlikujemo dva slučaja: a) 2 0vb   i b) 2 0.vb   
a) Slučaj 2 0.vb   Iz (76), 1 0va   i 2 1va    sledi 0sin 0   i 

 3 3
1 2 0 2 0 2 0(1 )cot (1 3 )cot 2 sin ,v v v va a a b           (81) 

gde je 0 0cot 1 tan .   Na osnovu (81), 1 0va   ako je  

 3 3
2 0 2 0 2 0(1 )cot (1 3 )cot 2 sin 0.v v va a b           (82) 

S obzirom da je 21 0,va   nejednačina (82) može se napisati u obliku  

 3 3
0 0 0cot 3 cot 2 sin 0,p q         (83) 

gde su  

 2 2

2 2

1 3
, .

3(1 ) 1
v v

v v

a b
p q

a a


 

 
  (84) 

Na osnovu (83), (81), (76) i 2 1,va    sledi da je 1 0va   za r  koje zadovoljava  

 3cot 3 cot 2 0.r rp q      (85) 

Jednačina (85) je jednačina trećeg stepena po cot .r  Njena diskriminanta jednaka je  

 3 2.D p q    (86) 

Iz 21 0va   i (84) sledi 2sgn sgn(1 3 )vp a   i 2sgn sgn .vq b  Iz 2 0vb   sledi 0.q    
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Iz 1 1 1 2( ) ( ) 0v v v va a    (videti (40)) sledi da jednačina (85) ima bar jedno rešenje cot r  takvo da 
1 2[ , ].r v v    U nastavku ćemo pokazati da ova jednačina ima tačno jedno rešenje na intervalu 1 2[ , ]v v   

i odredićemo to rešenje. Iz cot( π) cotr r    sledi 1 2π [ π, π].r v v       

Kada je 0,D   jednačina (85) ima samo jedno realno rešenje. To rešenje može da se odredi kao 
(videti npr. [14]) 

 3 3cot sgn( ) sgn( ), 0.r q D q D q D q D D           (87) 

Kada je 0D   jednačina (85) ima tri realna rešenja. Jednačina (85) takođe se može napisati kao 

 2cot (cot 3 ) 2 .r r p q       (88) 

Prvo ćemo pokazati da je 2cot 3 0r p    za 0.q   Iz (28) za 0 r   i 2 2cos 1 2v v     (videti (21)) 
dobija se 2 2 2cos 2 sin 2 1 2 .v r v r va b      Primenom identiteta 2cos2 2cos 1r r    i 
sin 2 2sin cosr r r    izraz postaje 

 2 2 2 22cos ( cos sin ) 1 2 .r v r v r v va b a        (89) 

Uvrštavanjem 1 0va   i 0 r   u (30) dobija se  

 2
2 2 2

(1 )cos
2( cos sin ) .

sin
v r

v r v r
r

a
a b


 




     (90) 

Uvrštavanje (90) u (89) vodi ka 2 2
2 2 2(1 )cos (1 2 )sin ,v r v v ra a        odnosno 2

2 21 2 sin .v v ra     
Primenom identiteta 2 2sin 1 (1 cot )r r    dobija se 2

2 2cot 1 2 (1 ),r v va      odnosno  

 2 2 2

2

2( )
cot 3 ,

1
v v

r
v

a
p

a





 


  (91) 

gde je p  dato sa (84). Iz (91) sledi  
 2cot 3 0,r p     (92) 

jer je 2 2| |v va   za 2 0.vb    
Diskutovaćemo sledeće podslučajeve i) 0,q   ii) 0.q    
i) Podslučaj 0q   2( 0).vb   Iz (92) i (88) sledi cot 0.r   Na osnovu Dekartovog pravila znakova, 

jednačina (85) ima samo jedno negativno rešenje i to je rešenje koje tražimo. 
ii) Podslučaj 0q   2( 0).vb   Iz (92) i (88) sledi cot 0.r   Na osnovu Dekartovog pravila znakova, 

jednačina (85) ima samo jedno pozitivno rešenje i to je rešenje koje tražimo.  
Kada je 0D   rešenja jednačine (85) su 32 sgnq q  i dvostruko rešenje 3 sgnq q  (videti npr. 

[14]). Na osnovu prethodne analize, za 0q   rešenje jednačine koje tražimo (ono koje je odgovarajućeg 
znaka) je 32 sgn .q q  Ovo rešenje se takođe može dobiti uvrštavanjem 0D   u (87). Sledi da se u 
slučaju kada je 0D   rešenje jednačine (85) takvo da 1 2[ , ]r v v    može odrediti kao 

 3 3cot sgn( ) sgn( ), 0, 0.r q D q D q D q D D q            (93) 

Kada je 0D   jednačina (85) ima tri relna rešenja koja su oblika 2 cos( 3 )p     (videti npr. 
[14]), gde {0,2π 3, 2π 3}   i  

  3arccos .q p      (94) 

Rešenje jednačine (85) koje tražimo (ono koje je odgovarajućeg znaka) je  

 
2 cos( 3 2π 3), 0, 0,

cot
2 cos( 3), 0, 0.

r

p q D

p q D






     
  

  (95) 

Potrebno je još odrediti r  iz cot r  tako da 1 2[ , ].r v v    S obzirom na znak q  (tj. 2 )vb  dobija se  

 
acot(cot ), 0,

acot(cot ) π, 0,
r

r
r

q

q







   
  (96) 

gde acot  označava inverznu operaciju od cot ,r  čiji je kodomen ( π 2,π 2].  Kad se r  odredi na 
način opisan u (96) onda je π 0r    i 0 π π.r     

Kao što je ranije rečeno, jednačina (85) ima rešenje r  na podintervalu 1 2[ , ]v v   i πr   na 
podintervalu 1 2[ π, π]v v    (videti (78)). Na intervalu (78) važi 3

0 0cot 3 cot 0p q     za 
0cot cot r   i obrnuto, 3

0 0cot 3 cot 2 0p q     za 0cot cot .r   Prema tome, nejednačina (82) na 
intervalu (78) je zadovoljena ako je  
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1) 0sin 0   i 0cot cot ,r   tj. za 0 [ ,0]r   (jer je π 0r   ), 
2) 0sin 0   i 0cot cot ,r   tj. za 0 [0, π].r    

Slučajevi 1) i 2) mogu se objediniti u 0 [ , π].r r     Sledi da je traženi podinterval na kojem je 1 0va   
jednak preseku intervala (78) i intervala 0 [ , π],r r      

 0 2 1 2[ , ] [ π, π], 0.r v v r vb          (97) 

b) Za 2 0,vb   iz (76) i 1 0va   sledi 

 2
2 2 0 01 2 sin cos 0.v va a         (98) 

Razmotrimo prvo 2 1 3.va    Iz 2 1 3va    sledi 2
2 2 01 2 sin 0v va a     i nejednakost (98) je 

zadovoljena kada je 0cos 0.   Prema tome, traženi podinterval pripada preseku intervala (78) i 
0 [ π 2,π 2].    Lako se vidi da je podinterval na kojem je 1 0va   jednak 

 0 2 1 2 2[ π 2, ] [ π, π 2], 0, 1 3.v v v vb a           (99) 

Razmotrimo sada 2 1 3.va    Iz 2 1 3va    i 2 0vb   sledi 2 π,v   2 1 3v   i 2 2 .v va    Iz 2 πv   
i (79) se dobija  
 1 23π 2 2, π 2 2.v gv v gv           (100) 

Sa druge strane, polazeći od (80), 2 1 3,v   2 2v va    i 0 πgv   dobija se  

 2

2

1
cos( 2) .

2
v

gv
v

a

a






  (101) 

Iz (100) i (101) sledi 1sin cos( 2),v gv    2sin cos( 2)v gv   i 2
2 2 01 2 sin 0v va a     za 

0 1sin sin v   i 0 2sin sin .v   Iz 2 0va   dobija se 2
2 2 01 2 sin 0v va a     za 1 0 2sin sin sin .v v     

Osim toga, iz 0 πgv   i (100) sledi 0cos 0   na intervalu (78). Vodeći računa o znaku 0cos ,  za 
traženi podinterval se dobija 0 1 2 1 2{ , } [ π, π].v v v v         Tačka 1v  odgovara signalu sa 1 0va   i 
dve nule u 1v  i 2 π.v   Slično, tačka 2v  odgovara signalu sa 1 0va   i dve nule u 2v  i 1 πv   (videti 
odeljak 3.2.1). Da bi se odredili svi nenegativni signali sa 1 0va   dovoljno je posmatrati interval 

 0 1 2 2 2[ π, π], 0, 1 3.v v v vb a          (102) 

Slučajevi 2 0vb   ( 0)q   i 2 0vb   ( 0)q   mogu se objediniti. Postupak određivanja traženog 
podintervala na kojem je 1 0va   može se formulisati na sledeći način. Prvo se odredi cot r  iz  

 

3 3sgn( ) sgn( ), 0,

cot 2 cos( 3 2π 3), 0, 0,

2 cos( 3), 0, 0,

r

q D q D q D q D D

p q D

p q D

 



      
    
   


  (103) 

gde su q  i p  dati sa (84), D  sa (86) i   sa (94). Zatim se odredi 

 
acot(cot ), 0,

acot(cot ) π, 0,
r

r
r

q

q







   
  (104) 

Traženi interval na kojem je 1 0va   jednak je 

 0 2 1[ , ] [ π, π].r v v r          (105) 

Lako se proverom pokazuje da su rešenja koja se dobijaju za 2 0vb   ( 0),q   ista kao rešenja data sa 
(99) kada je 2 1 3va    ( 0,p   0)D   ili sa (102) kada je 2 1 3va    ( 0,p   0).D    

3.3.2.2. Algoritam za crtanje graničnih linija na osnovnom harmoniku 

S obzirom da za nenegativne signale sa 1 0va   važi 2 1,v   dozvoljene vrednosti impedanse na 
drugom harmoniku određuju se iz uslova 2 2| | 1.iz a   Za polusinusoidalni signal struje (71) je 2 2 3ia   i 
prema tome 2| | 3 2.z    

U Algoritmu 1 je prikazana procedura za računanje granične linije za impedansu na osnovnom 
harmoniku za zadatu vrednost impedanse 2 2 2jz r x   na drugom harmoniku za pojačavače snage u 
rezistivno-reaktivnoj klasi-B/J. Algoritam je baziran na rezultatima prikazanim u ovom odeljku. 

Algoritam 1: 
// ulazne veličine: 1 π 2,ia   2 2 3;ia   

1) izaberi 2r  i 2x  tako da 2 0r   i 2 2
2 2 3 2;r x   // impedansa je pasivna 
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2) izračunaj 2 2 2 ,v ia r a   2 2 2 ,v ib x a  2 2
2 2 2 ,v v va b    2 2 2atan 2( , );v v vb a     

3) izračunaj  2arccos min(1, 2 1 ) ,gv v     1 2π ( ) 2,v gv v       2 2( ) 2;v gv v      

4) izračunaj 2

2

1 3
,

3(1 )
v

v

a
p

a





 2

2

,
1

v

v

b
q

a



 3 2 ;D p q    

5) ako je 0D   izračunaj 3 3sgn( ) sgn( );y q D q D q D q D        

 ako je 0D   i 0q   izračunaj 3 2arccos ( )q p       i 2 cos( 3 2π 3);y p     

 ako je 0D   i 0q   izračunaj 3 2arccos ( )q p       i 2 cos( 3);y p    

6) ako je 0q   izračunaj acot( ),r y    
 ako je 0q   izračunaj acot( ) π;r y    

7) izaberi prirodni broj max ;k  

8) izaberi 0 2 1( ) [ , ] [ π, π],r v v rk         max1, , ;k k    

9) za 1max1, ,k k   izračunaj  

   2
1 2 0 2 0 2 0 0( ) (1 )cos ( ) 2 cos ( ) sin ( ) sin ( ),v v v va k a k a k b k k          

   2
1 2 0 2 0 2 0 0( ) (1 )sin ( ) 2 sin ( ) cos ( ) cos ( );v v v vb k a k a k b k k          

10) za 1max1, ,k k   izračunaj  1 1 1 1( ) ( ) j ( ) .v v iz k a k b k a    

Na slici 7.a su prikazane granične linije impedanse na osnovnom harmoniku za 2 0,3r   i 
21,4 1,4x    sa korakom 0,1 za pojačavač snage sa normalizovanim polusinusoidalnim signalom 

struje (71) i nenegativnim signalom napona tipa (68) sa bar jednom nulom, što odgovara rezistivno-
reaktivnoj klasi-B/J pojačavača snage. Na slici 7.b su prikazane granične linije (označene punom 
zadebljanom linijom) za 2 0,x   2 3 4,x   2 3 4x    i 2 0,3.x   Isprekidana linija na svakom od grafika 
odgovara maksimalnoj efikasnosti od 78,54%  (linija na kojoj je 1 1va   ). Tačke levo od granične linije 
odgovaraju vrednostima impedansi na osnovnom harmoniku za koje se dobijaju nenegativni signali 
napona. Za tačke na samoj liniji se dobijaju signali napona koji imaju nulu. Kao što je ranije rečeno, za 
normalizovane signale efikasnost je jednaka srednjoj snazi, i može se odrediti kao 2

1 1Re{ } 2,iz a   gde 
je 1 π 2ia   (videti (72)). 

 

Slika 7. Granične linije za impedansu na osnovnom harmoniku za 2 0,3r   i a) 21,4 1,4x    i b) 2 {0; 3 4;0,3}.x     

Radi poređenja, na slici 8 su prikazane granične linije impedanse na osnovnom harmoniku za 2 0r   i 
21,4 1,4x    što odgovara klasi-BJ pojačavača snage [7]. 
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Slika 8. Granične linije za impedansu na osnovnom harmoniku za 2 0r   i a) 21,4 1,4x    i b) 2 {0; 3 4;0,3}.x     

3.3.2.3. Postupak za određivanje graničnih linija na osnovnom harmoniku predložen u radu [3] 

U radu [3] sugerisan je sledeći oblik nenegativnog naponskog signala sa bar jednom nulom 

   ( ) 1 cos( ) 1 sin( ) , | | 1.v               (106) 

Signal (106) nije normalizovan i njegova vremenski konstantna komponenta je 1 ( 2)sin( ).     
Normalizovan oblik signala (106) glasi 

 
  

norm

1 cos( ) 1 sin( )
( ) .

1 ( 2)sin( )
v

    


  
   


 

  (107) 

Veza između parametara signala (107) i (20) može se napisati u sledećem obliku 

 2
0 0

2

2π
, , .

2 1 cos

     
 

     


  (108) 

Polazeći od (107), u [3] je predložen postupak za određivanje graničnih linija na osnovnom 
harmoniku za rezistivno-reaktivnu klasu-B/J pojačavača snage, za zadate koeficijente 2va  i 2vb  na 
drugom harmoniku. Predložen postupak, sa svim potrebnim uslovima (koji nisu eksplicitno iskazani u 
[3]) izložen je u pet koraka.  

// Ulazni podaci: 2va  i 2 ,vb  tako da 2 2
2 2 1v va b   (i 2 0va   ako je impedansa pasivna). 

i) za sve [0,2π)   izračunati  

 2 2

2 2

cos sin
tan ;

sin cos
v v

v v

a b

a b

 


 





  

ii) ako je 2 0va   izračunati 

 2

2

2
,

sin( ) sin( )
v

v

a

a


   



  

 

 u suprotnom 

 2

2

2
;

cos( ) sin( )
v

v

b

b


   



  

 

iii) za one   za koje je | | 1   izračunati 

 1 1

sin cos cos sin
, ;

1 ( 2)sin( ) 1 ( 2)sin( )v va b
     
     

 
 

   
  

iv) izabrati samo one parove 1 1( , )v va b  kod kojih je 1 0;va   
v) izračunati 1 1 1 1( j ) .v v iz a b a     

U radu [3] i naponski i strujni signal su pomereni za π  u odnosu na signale u ovom tehničkom 
rešenju, tako da je 1 π 2,ia    dok je 1 0.va   To objašnjava uslov 1 0va   koji se pojavljuje u četvrtom 
koraku.  

Lako se vidi da postupak nije do kraja rešen analitički, jer nije određen interval za   koji obezbeđuje 
da signal bude nenegativan (| | 1)   i da koeficijinet 1va  bude nenegativan 1( 0).va   Zbog toga je 
potrebno dodati ta dva uslova i eliminisati tačke koje ne pripadaju graničnim linijama. Samim tim, 
opisan postupak ne omogućava kontrolu broja tačaka za crtanje granične linije. Osim toga, potrebno je 
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dodati uslov 2 2
2 2 1v va b   koji ograničava izbor ulaznih podataka. Takođe je potrebno dodati i uslov 

2 0va   ako je impedansa pasivna. Za 2 0va   u prvom koraku dobija se tan tan    odakle sledi 
sin( ) 0    i prvi izraz za   u drugom koraku postaje tipa "0 0". Problem pri određivanju   može 
se prevazići na način dat u drugom koraku postupka.  

3.3.2.4. Validacija rezultata  

Deskriptivni postupak za određivanje graničnih linija impedanse na prvom harmoniku predložen u [3] 
je dopunjen nedostajućim uslovima opisanim u 3.3.2.3, algoritamski implementiran i iskorišćen za 
validaciju Algoritma 1. Granične linije impedanse na osnovnom harmoniku određene u ovom tehničkom 
rešenju su potpuno u saglasnosti sa linijama koje se dobijaju rekonstrukcijom i dopunom postupka 
predloženog u [3]. 

3.3.3. Granične linije impedanse na drugom harmoniku 

Problem određivanja graničnih linija impedanse na drugom harmoniku za rezistivno-reaktivnu 
klasu-B/J pojačavača snage, kada je impedansa na osnovnom harmoniku zadata, prvi put je razmatran u 
radu [3]. U tom radu je predložen postupak za generisanje ovih linija. Postupkom predloženim u [3] 
generišu se i tačke koje ne pripadaju graničnim linijama i koje je naknadno potrebno eliminisati (za 
detalje videti odeljak 3.3.3.2). 

U ovom odeljku je dato analitičko rešenje za problem određivanja graničnih linija impedanse na 
drugom harmoniku za rezistivno-reaktivnu klasu-B/J pojačavača snage, kada je impedansa na osnovnom 
harmoniku zadata. Takođe je razvijen i softverski implementiran algoritam za određivanje i crtanje 
graničnih linija impedansi na drugom harmoniku. Zahvaljujući analitičkom rešenju, razvijeni algoritam 
je vremenski efikasan.  

Podsetimo se da su signali u izlaznom kolu tranzistora rezistivno-reaktivne klase-B/J pojačavača 
snage polusinusoidalni signal struje (71) i nenegativan signal napona tipa (68) sa bar jednom nulom. 
Granične linije na drugom harmoniku određuju se za zadatu impedansu na osnovnom harmoniku, 

1 1 1j .z r x   S obzirom da je strujni signal poznat, koeficijenti naponskog signala na osnovnom 
harmoniku mogu se odrediti kao 1 1 1v ia r a   i 1 1 1 ,v ib x a  gde je 1 π 2ia   (videti (72)). Sledi da se 
problem određivanja graničnih linija na drugom harmoniku može preformulisati kao problem 
određivanja svih mogućih parova 2 2( , )v va b  koeficijenata na drugom harmoniku signala tipa (68) sa bar 
jednom nulom kada su koeficijenti 1va  i 1vb  zadati. Taj problem je rešen u odeljku 3.2.2.  

Amplituda i početna faza osnovnog harmonika mogu se odrediti iz koeficijenata 1va  i 1 :vb   

 2 2
1 1 1 1 1 1, atan 2( , ).v v v v v va b b a       (109) 

Podsetimo se da za nenegativne signale važi (videti (18)) 

 1 2.v   (110) 

Na osnovu (50)-(51), koeficijenti drugog harmonika nenegativnih signala tipa (68) sa bar jednom nulom 
mogu se napisati u obliku 
 3 3

2 0 1 0 1 0cos 2 cos sin ,v v va a b        (111) 

 2 2
2 0 1 0 0 1 0 0

1 1
sin 2 (1 2cos )sin (1 2sin )cos ,

2 2v v vb a b           (112) 

gde 0  označava nulu signala. Na osnovu (65), 0  pripada intervalu 

 0 1 2 3 4[ , ] [ , ],v v v v        (113) 
gde je  
 1 1 2 1 3 1 4 1, , 2π , 2π ,v v pv v mv v mv v v pv                         (114) 

1v  dato sa (109) i  

 2 2
1 1 1 1arccos max( 1, 1 1 1 2) , arccos 1 1 1 2 .mv v v pv v v                      (115) 

Za zadate koeficijente 1va  i 1 ,vb  primenom (109)-(115) mogu se odrediti svi nenegativni signali tipa (68) 
sa bar jednom nulom.  

3.3.3.1. Algoritam za crtanje graničnih linija na drugom harmoniku 

Dozvoljene vrednosti impedanse na osnovnom harmoniku određuju se iz uslova da je 1 2,v   
odnosno 1 1| | 2.iz a   Za polusinusoidalni signal struje (71) je 1 π 2ia   i 1| | 2 2 π 0.9.z     

U Algoritmu 2 je prikazana procedura za računanje granične linije za impedansu na drugom 
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harmoniku za zadatu vrednost impedanse 1 1 1jz r x   na prvom harmoniku za pojačavače snage u 
rezistivno-reaktivnoj klasi-B/J. Algoritam je baziran na rezultatima prikazanim u ovom odeljku. 

Algoritam 2: 
// ulazne veličine: 1 π 2,ia   2 2 3;ia   

1) izaberi 1r  i 1x  tako da 1 0r   i 2 2
1 1 2 2 π ;r x   // impedansa na osnovnom harmoniku je pasivna 

2) izračunaj 1 1 1 ,v ia r a   1 1 1 ,v ib x a  2 2
1 1 1 ,v v va b    1 1 1atan 2( , );v v vb a     

3) izračunaj 2
1 1arccos max( 1, 1 1 1 2) ,mv v v          2

1 1arccos 1 1 1 2 ;pv v v          

4) izračunaj 1 1 ,v v pv      2 1 ,v v mv      3 12π ,v v mv      4 12π ;v v pv      

5) izaberi prirodni broj max ;k  

6) izaberi 0 1 2 3 4( ) [ , ] [ , ],v v v vk       max1, , ;k k    

7) za 1max1, ,k k   izračunaj  

 3 3
2 0 1 0 1 0( ) cos2 ( ) cos ( ) sin ( ),v v va k k a k b k        

 2 2
2 0 1 0 0 1 0 0( ) sin 2 ( ) ( 2) 1 2cos ( ) sin ( ) ( 2) 1 2sin ( ) cos ( );v v vb k k a k k b k k                  

8) za 1max1, ,k k   izračunaj  2 2 2 2( ) ( ) j ( )v v iz k a k b k a    i 2 2 1( ) ( ) .n nz k z k r  

Na slici 9.a su prikazane granične linije impedanse na drugom harmoniku za 1 0,6r   1( 0.9425)va   i 
10,6 0,6x    sa korakom 0,1 za pojačavač snage sa normalizovanim polusinusoidalnim signalom 

struje (71) i nenegativnim signalom napona tipa (68) sa bar jednom nulom, što odgovara rezistivno-
reaktivnoj klasi-B/J pojačavača snage. Na slici 9.b su prikazane granične linije (označene punom 
zadebljanom linijom) za 1 0.6,x   1 0.6,x    1 0.3x   i 1 0.x   Tačke levo od granične linije odgovaraju 
vrednostima impedansi na drugom harmoniku za koje se dobijaju nenegativni signali napona. Za tačke 
na samoj liniji se dobijaju signali napona koji imaju nulu. Crne tačke na ovim graficima označavaju 
normalizovanu impedansu na osnovnom harmoniku 1 1 11 j .nz x r    

 

Slika 9. Granične linije impedanse na drugom harmoniku za 1 0,6r   i 10,6 0,6x    i b) 1 {0,6;0,3;0; 0,6}.x    

Normalizovana impedansa na prvom harmoniku označena je a) isprekidanom linijom i b) tačkom. 

Svi grafici na slici 9 su nacrtani samo za pasivnu impedansu na drugom harmoniku 2( 0).r   Kada 
impedansa na drugom harmoniku nije pasivna, tada granične linije postoje i izvan Smitovog dijagrama, 
kao na slici 10. Na slici 10 su prikazane granične linije impedansi na drugom harmoniku za 

1 0.9 2 π 0.57x     i 1 {0.9 2 π , 0.95 2 π, 2 π}r     (brojni podaci su iz primera koji je analiziran u [3]). 
Tačke koje se nalaze unutar krivih odgovaraju nenegativnim signalima. 
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Slika 10. Granične linije impedanse na drugom harmoniku za 1 0.9 2 πx    i 1 {0.9 2 π , 0.95 2 π, 2 π}.r     

3.3.3.2. Postupak za određivanje graničnih linija na drugom harmoniku predložen u radu [3] 

U radu [3] predložen je postupak za određivanje graničnih linija na drugom harmoniku za rezistivno-
reaktivnu klasu-B/J pojačavača snage, za zadate koeficijente 1va  i 1vb  na osnovnom harmoniku. 
Predložen postupak, sa svim potrebnim uslovima (koji nisu navedeni u [3]) izložen je u tri koraka. 

// Ulazni podaci: 1va  i 1 ,vb  tako da 2 2
1 1 2v va b   i 1 0,va    

i) za sve [0,2π)   izračunati  

 
2

1 1 1
2

1 1 1

cos 2cos sin cos
tan ,

2sin sin cos 2 cos
v v v

v v v

a a b

a b b

   


   
  

 
  

  

 1

1

2cos 2
;

2sin( ) sin( )
v

v

a

a




   



  

 

ii) za one parove   i   za koje je | | 1   izračunati 

 2 2

( 2)sin( ) ( 2)cos( )
, ;

1 ( 2)sin( ) 1 ( 2)sin( )v va b
     
     

   
 

   
  

iii) izračunati 2 2 2 2( j ) ,v v iz a b a    1 1 1v ir a a   i 2 2 1 .nz z r  

Kao što smo ranije napomenuli, u [3] su i naponski i strujni signal pomereni za π  u odnosu na signale 
u ovom tehničkom rešenju, tako da je 1 π 2,ia    dok je 1 0.va   To objašnjava uslov 1 0va   koji 
predstavlja ograničenje u ulaznim podacima. 

Opisan postupak nije do kraja rešen analitički, jer nije određen interval za   koji obezbeđuje da 
signal bude nenegativan (| | 1).   Zbog toga je potrebno dodati taj uslov i eliminisati tačke koje ne 
pripadaju graničnim linijama. Osim toga, dodat je uslov 2 2

1 1 2v va b   koji ograničava izbor ulaznih 
podataka. Takođe je potrebno dodati i uslov 1 0va   jer je impedansa na osnovnom harmoniku pasivna. 
U radu [3] postoji napomena da se mora biti pažljiv pri primeni funkcije atan  pri određivanju   (nakon 
prvog koraka), ali bez daljeg objašnjenja.  

3.3.3.3. Validacija rezultata  

Postupak za određivanje graničnih linija impedanse na drugom harmoniku, koji je predložen u [3] i 
analiziran u prethodnom odeljku, iskorišćen je za validaciju Algoritma 2. Granične linije impedanse na 
drugom harmoniku određene u ovom tehničkom rešenju su potpuno u saglasnosti sa linijama koje se 
dobijaju postupkom predloženim u [3]. 

3.4. Kako je realizovano tehničko rešenje i gde se primenjuje, odnosno koje 
su mogućnosti primene 

Predloženo tehničko rešenje koriste istraživači sa Fakulteta tehničkih nauka u Novom Sadu u 
aktivnostima koje se odnose na analizu pojačavača snage, kao i za dalja istraživanja. Tehničko rešenje 
obuhvata analitičku metodu za određivanje graničnih linija impedansi na osnovnom ili drugom 
harmoniku za rezistivno-reaktivnu klasu-B/J pojačavača snage. U okviru tehničkog rešenja su razvijeni i 
softverski implementirani algoritmi za određivanje graničnih linija impedansi pojačavača snage. 
Zahvaljujući analitičkim rešenjima, razvijeni algoritmi su vremenski efikasni.  

Softver razvijen u okviru ovog tehničkog rešenja može se koristiti u projektovanju širokopojasnih 
linernih pojačavača snage, zahvaljujući praktično trenutnom računanju graničnih linija impedansi na 
osnovnom ili drugom harmoniku. Takođe se može koristiti u nastavi, npr. za vežbe na računaru. 
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