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1. Opis problema koji se rešava tehničkim rešenjem 

Oblast na koju se tehničko rešenje odnosi 

Teorija signala i sistema, teorija električnih kola, idealan memristor, idealan generički memristor, 
uštinuta histerezisna petlja 

Problem koji se tehničkim rešenjem rešava 

Strujno naponska karakteristika memristora priključenog na sinusnu pobudu ima oblik histerezisne petlje 
koja je uštinuta u koordinatnom početku. Površina lista histerezisne petlje je do sada računata ili iz strujno-
naponske karakteristike za sve tipove memristora ili iz konstitutivne relacije u fluks-naelektrisanje ravni u 
slučaju idealnog pasivnog memristora.  

U ovom tehničkom rešenju je predstavljena metoda za određivanje površine lista histerezisne petlje 
idealnih i idealnih generičkih memristora na osnovu promenljive stanja, u slučaju sinusne pobude. Metoda 
omogućava određivanje površine za pasivne, aktivne ili lokalno aktivne memristore. Date su i dve 
interpretacije površine lista histerezisne petlje: jedna interpretacija je povezana sa parnošću (neparnošću) 
memristanse u zavisnosti od početnog uslova i amplitude pobude, dok druga predstavlja geometrijsku 
interpretaciju. 

Primenljivost prikazane metode je demonstrirana na više primera koji su od interesa u praksi.  

2. Stanje rešenosti tog problema u svetu 

U teoriji električnih kola, memristor kao četvrti osnovni jednopristupni element je definisao L. Chua u 
[1]. Uspešna realizacija pasivnog memristora nano-dimenzija u HP laboratorijama [2] privukla je veliku 
pažnju naučne zajednice i industrije, s obzirom na veoma atraktivne osobine realizovanog memristora kao 
što su male dimenzije, mala potrošnja, kao i mogućnost višebitnog zapisa.  

Idealan naelektrisanjem-kontrolisan memristor se može opisati konstitutivnom relacijom u obliku 
ˆ( ),q   gde q  označava naelektrisanje, a   fluks [3]. Ekvivalentno, ovaj memristor se može opisati kao 

strujom-kontrolisan idealan memristor [3] preko relacija 

 ( ) , ,
dq

v M q i i
dt

    (1) 

gde naelektrisanje predstavlja promenljivu stanja i  

 ( ) ,
d

M q
dq


   (2) 

je memristansa. Dualno, idealan fluksom-kontrolisan memristor se može opisati konstitutivnom relacijom u 
obliku ˆ( ),q q   ili kao naponom-kontrolisan idealan memristor [3] preko relacija  

 ( ) , ,
d

i W v v
dt

    (3) 

u kom slučaju fluks predstavlja promenljivu stanja i  

 ( ) ,
dq

W
d




   (4) 

je memduktansa. 

Ako je memristor priključen na periodičnu pobudu čija je vremenski konstantna komponenta jednaka 
nuli, tada strujno-naponska karakteristika ima oblik uštinute histerezisne petlje (eng. pinched hysteresis 
loop). Primer uštinute histerezisne petlje prikazan je na slici 1. Osobine uštinute histerezisne petlje 
memristora i drugih mem-elemenata su predmet intenzivnih istraživanja, npr. [4]-[18]. U slučaju idealnog 
memristora, ova petlja seče samu sebe i neparno je simetrična u odnosu na koordinatni početak [5].  

Kada se memristor priključi na periodičnu pobudu, čija je vremenski konstantna komponenta jednaka 
nuli, histerezisna petlje ima dva lista (eng. lobe): jedan se formira tokom prve poluperiode, dok se drugi 
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javlja tokom druge poluperiode. Za idealne memristore, ukupna površina uštinute histerezisne petlje 
jednaka je nuli, tj. vrednosti površina listova su jednake po apsolutnoj vrednosti, ali su suprotnog znaka. Za 
strujom-kontrolisan idealan memristor, priključen na periodičnu pobudu čija je vremenski konstantna 
komponenta jednaka nuli, površina lista koji odgovara prvoj poluperiodi 0 2t T   može se odrediti kao  

 
2

contr

0

( )
( ) .

T

i

di t
S v t dt

dt     (5) 

Dualno, za naponom-kontrolisan memristor, površina lista se može izračunati kao 

 
2

contr

0

( )
( ) .

T

v

dv t
S i t dt

dt     (6) 

Određivanje površine lista na osnovu izraza (5)-(6) je detaljno opisano i analizirano u radovima [6] i [11]. 

 
Slika 1. Primer uštinute histerezisne petlje idealnog memristora. 

U radu [8], za određivanje površine lista uštinute histerezisne petlje strujom-kontrolisanog idealnog 
memristora priključenog na sinusnu pobudu predložen je izraz 

 
2

3
contr

0

1 ( )
( ) ,

2

T

i

dM q
S i t dt

dq      (7) 

u kojem se integracija vrši po vremenu kao i u izrazu (5). U radu [6] je predloženo određivanje površine 
lista histerezisne petlje idealnog memristora priključenog na sinusnu struju bazirano na sledećoj relaciji:  

 
(2 )

2 2 2
contr

0

ˆ( ) (2 ) ( (2 )),
Q

iS Q q d Q Q A Q


     


   
       (8) 

gde 0
ˆ ˆ( ) ( )A q d  

    označava koakciju [1], 0ˆ( ) ,q q q    0 ,      i 2
02 ( ) .TQ i d    Integracija u 

izrazu (8) se vrši po fluksu, iako je naelektrisanje promenljiva stanja za strujom-kontrolisan memristor. 
Takođe je pretpostavljeno da konstitutivna relacija ˆ( )q   ima inverznu funkciju ˆ( ),q q   što je 
ekvivalentno pretpostavci da je konstitutivna relacija monotona.  

Metoda prikazana u ovom tehničkom rešenju ne zahteva da konstitutivna relacija bude monotona, čime 
je obuhvaćeno i određivanje površine lista histerezisne petlje u slučajevima kada je memristor lokalno 
aktivan (definicija kada je memristor lokalno aktivan je data u [19]). Osim toga, prikazana metoda 
omogućava određivanje površine lista histerezisne petlje i za idealne generičke memristore. 

U ovom tehničkom rešenju u odeljcima 3.1 i 3.2 su korišćeni neki od rezultata koji su prikazani u našem 
radu “Computation of pinched hysteresis loop area from memristance-vs-state map” [20] koji se u trenutku 
pisanja tehničkog rešenja nalazi na recenziji. 

3. Detaljan opis tehničkog rešenja (uključujući i prateće ilustracije i 
tehničke crteže) 

U ovom odeljku opisan je postupak određivanja površine lista histerezisne petlje za strujom kontrolisane 
idealne i idealne generičke memristore. Za naponom kontrolisane memristore, postupak je dualan: dobija se 
jednostavnom zamenom odgovarajućih električnih veličina. U okviru tehničkog rešenja prikazani su i 
primeri određivanja površine lista uštinute histerezisne petlje za modele memristora koji se koriste u 
literaturi, kao što su linearan i nelinearan model HP memristora [2], model čija je memristansa 
polinomijalna funkcija naelektrisanja (koristi se u analizi električnih kola sa memristorima [21]) ili modela 
čija je memristansa deo po deo konstantna, koji se koristi u analizi rada RRAM-a sa memristorima [22]. U 
okviru primera određene su i površine histerezisne petlje u slučaju lokalno aktivnih memristora. 
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3.1. Površina lista histerezisne petlje memristora na sinusnu pobudu 

U ovom odeljku opisano je određivanje površine lista u slučaju sinusne pobude za idealan i idealan 
generički memristor. Takođe je izvedena veza između postupka prikazanog u ovom tehničkom rešenju i 
postupka za određivanje površine iz konstitutivne relacije. 

3.1.1. Idealan memristor priključen na sinusnu pobudu 

Na osnovu izraza (5) i (1), površina lista histerezisne petlje za strujom-kontrolisan idealan memristor 
može se odrediti kao 

  
2

contr

0

( )
( ) ( ) .

T

i

di t
S M q i t dt

dt     (9) 

Za sinusnu struju m( ) sin( ),i t I t  2π ,T   odgovarajuće naelektrisanje je jednako 

   m
0 1 cos( ) ,

I
q q t


     (10) 

gde 0q  označava početnu vrednost u trenutku 0.t   Naelektrisanje dostiže maksimalnu vrednost u 2,t T  

 m
2 0

2
.T

I
q q


    (11) 

Na osnovu (10)-(11), m( ) cos( )di t dt I t   se može napisati kao [20] 

 2
2 0

( ) 1
( 2 ).

2 T

di t
q q q

dt
     (12) 

Uvrštavanje ( )i t dt dq  i (12) u (9) vodi ka [20] 

 
2

0

2
contr 2 0

1
( 2 ) ( ) .

2

Tq

i T

q

S q q q M q dq      (13) 

Izraz (13) pokazuje da se površina lista može opisati u terminima naelektrisanja, koje ima ulogu 
promenljive stanja za strujom-kontrolisan memristor.  

Primetiti da 2

0 2 0( 2 ) 0Tq
Tq q q q dq    implicira da konstantan član memristanse ( )M q  ne doprinosi 

površini lista histerezisne petlje. Osim toga, iz (10)-(11) sledi  

 4 0 2

1
( ),

2T Tq q q    (14) 

te se (13) može iskazati i u obliku  

 
2

0

2
contr 4( ) ( ) .

Tq

i T

q

S q q M q dq     (15) 

Odgovarajući izraz za određivanje površine lista histerezisne petlje naponom-kontrolisanog idealnog 
memristora priključenog na m( ) sin( ),v t V t  može se izvesti korišćenjem dualnih argumenata [20]: 

 
2

0

2
contr 2 0

1
( 2 ) ( ) ,

2

T

v TS W d




           (16) 

gde 0  označava početnu vrednost fluksa u 0,t    0 m1 cos( ) ,t V       2 0 m2T V     i ( )W   
je memduktansa. 

Veza sa određivanjem površine iz konstitutivne relacije 

Određivanje površine lista histerezisne petlje iz konstitutivne relacije, kako je predloženo u radu [6], 
pretpostavlja da je konstitutivna relacija monotona i da se osim u obliku ˆ( ),q   može napisati i u obliku 

ˆ( ).q q   U tom smislu, kada je konstitutivna relacija monotona, iz izraza (13) moguće je dobiti izraz (27) 
izveden u radu [6].  

Pretpostavimo da je konstitutivna relacija memristora monotona. Tada se za strujom kontrolisan 
memristor, ˆ( )q q   može koristiti kao smena u integralu (13). U tom slučaju, ( )d M q dq   i (13) vode ka 

 
2 2

0 0

2 2
contr 2 0

1
( ) ,

2

T T

i TS q q d qd
 

 

          (17) 
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gde su 2 2( )T Tq   i 0 0( ).q   Korišćenjem definicije koakcije 0
ˆ( ) ( )A q d     [1], [6] dobija se  

  2 2
contr 2 0 2 0 2 0

1 ˆ ˆ( )( ) ( ) ( ) .
2i T T TS q q A A             (18) 

Primenom translacije (slika 2): 2 0 2 ,Tq q Q   2 0 (2 ),T Q     i 2 0 0 2 0
ˆ ˆ( ) ( ) ( )T TA A q       

ˆ( (2 )),A Q  izraz (18) se može konvertovati u izraz (27) izveden u radu [6]. 

Dualno, iz izraza (16), korišćenjem ( ) ,dq W d   2 2( ),T Tq q   0 0( ),q q   kao i definicije akcije 

0( ) ( )qA q q dq   [1], [6], može se dobiti  

  2 2
contr 2 0 2 0 2 0

1
( )( ) ( ) ( ) .

2v T T TS q q A q A q           (19) 

Pretpostavimo da ( ( ), ( ))t q t  prolazi konstitutivnu relaciju od tačke 0 0( , )q   u početnom trenutku do 
tačke 2 2( , )T Tq   u trenutku 2,t T  pri sinusnoj pobudi. U slučaju kada se obe ove tačke poklapaju za 
strujom-kontrolisan i naponom-kontrolisan idealan memristor, veza između akcije i koakcije (slika 2) 

2 0 2 0 2 2 0 0
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ,T T T TA A A q A q q q         i izrazi (18)-(19) impliciraju contr contr 0.i vS S    

 
Slika 2. Akcija (svetlo siva površ) i koakcija (tamno siva površ) u q   ravni, pre i nakon translacije (na manjoj slici).  

3.1.2. Idealan generički memristor priključen na sinusnu pobudu 

Strujom-kontrolisan idealan generički memristor može se opisati sa [3] 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ,
dx

v t R x i t f x i
dt

    (20) 

gde x  označava promenljivu stanja. Korišćenjem dq idt  dobija se  

 , ( ) .
( ) ( )

dx dx
dq q x

f x f x
     (21) 

Uvrštavanje ( ),q q x  0 0( ),q q x  2 2( ),T Tq q x  ( )dq dx f x  i ( ) ( ( )) ( )M q M q x R x   u (13) daje [20] 

 
2

0

2
contr 2 0

1 ( )
( ) ( ) 2 ( ) .

2 ( )

Tx

i T

x

R x
S q x q x q x dx

f x
        (22) 

Izraz (22) pokazuje da se za idealne generičke memristore površina lista takođe može opisati u terminima 
promenljive stanja. 

Dualno, naponom-kontrolisan idealan generički memristor se može opisati kao [3] 

 ( ) ( ) ( ), ( ) .
dx

i t G x v t g x v
dt

    (23) 

Iz izraza (23) i d vdt   sledi 

 , ( ) .
( ) ( )

dx dx
d x

g x g x
      (24) 

Uvrštavanje ( ),x   0 0( ),x   2 2( ),T Tx   ( )d dx g x   i ( ) ( ( )) ( )W W x G x    u (16) daje [20] 

 
2

0

2
contr 2 0

1 ( )
( ) ( ) 2 ( ) .

2 ( )

Tx

v T

x

G x
S x x x dx

g x
           (25) 

Iz ( ) 1 ( )G x R x  i ( ) ( ) ( ) ,g x f x R x  sledi da se izraz (25) može napisati u obliku [20] 
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2

0

2
contr 2 0

1 1
( ) ( ) 2 ( ) .

2 ( )

Tx

v T

x

S x x x dx
f x

           (26) 

3.2. Primeri određivanja površine lista histerezisne petlje na sinusnu pobudu 

Primeri prikazani u ovom odeljku prikazuju određivanje površine lista histerezisne petlje memristora sa 
memristansom koja se može opisati kao polinomijalna funkcija naelektrisanja, modela sa deo po deo 
konstantnom memristansom, zatim linearnog modela HP memristora, kao i nelinearnog modela HP 
memristora sa prozorskom funkcijom. Poslednja dva modela opisuju HP memristor kao pasivan. Modeli sa 
deo po deo konstantnom memristansom i memristansom koja je polinomijalna funkcija naelektrisanja mogu 
se koristiti za opisivanje pasivnih, ali i lokalno aktivnih memristora.  

Numeričke vrednosti površina su verifikovane poređenjem sa vrednostima dobijenim numeričkom 
integracijom izraza (5) za strujom-kontrolisan memristor, odnosno numeričkom integracijom izraza (6) za 
naponom-kontrolisan memristor.  

3.2.1. Memristansa kao polinomijalna funkcija naelektrisanja 

Memristansa kao polinomijalna funkcija q  glasi 

 0
1

( ) .
N

n
n

n

M q m m q


    (27) 

Ovaj tip memristanse je korišćen u analizi memristivno induktivno-kapacitivnog kola [21]. Ovom tipu 
memristanse odgovara konstitutivna relacija koja je takođe polinomijalna funkcija naelektrisanja. U opštem 
slučaju takva konstitutivna relacija nije monotona i odgovarajući memristor je lokalno aktivan.  

Uvrštavanjem izraza (27) u izraz (13) dobija se 

 2

1

1
,

2 ( 1)( 2)

N
n n

N
n

m
S

n n






 
    (28) 

gde se 2 2
2 0 2 0 2 0( ) ( 2)( ) ,n n n n

n T T Tn q q n q q q q        može napisati kao  

 3
2 0( ) ,n T nq q     (29) 

  
2

1 1 1
1 0 2 0 2

1

1, ( )( 1) , 2.
n

n n i n i
n T T

i

nq nq n i i q q n 


   



        (30) 

Uvrštavanjem izraza (29), izraz (28) poprima oblik [20] 

 2 3
2 0

1

1
( ) .

2 ( 1)( 2)

N
n n

N T
n

m
S q q

n n






  
    (31) 

Memristansa (27) za 1N   glasi 0 1( ) .M q m m q   Iz izraza (30)-(31) sledi 

 2 3
1 1 2 0

1
( ) .

12N TS m q q      (32) 

Linearan model strujom-kontrolisanog HP memristora odgovara ovom slučaju za 1 off on( )m c R R    [2], 
[6], gde su off ,R  on ,R  i c  konstante povezane sa fizičkim osobinama memristora. Uvrštavanje 

1 off on( )m c R R    i izraza (11) u 1NS   vodi ka  

 3
HP, contr off on m

2
( ) ,

3iS c R R I
     (33) 

što je u saglasnosti sa [6]. Iz izraza (33) sledi da površina HP, contriS   opada kao 1   kada   raste. 

Za 2N   izraz (27) postaje 2
0 1 2( ) .M q m m q m q    Na osnovu izraza (30)-(31), dobija se 1 1,   

2 2 02( )Tq q    i  

 2 3
2 2 0 1 2 2 0

1
( ) ( ) .

12N T TS q q m m q q          (34) 

Za 1 0,m   2| |NS   opada kao 1   za 0 0q   i kao 21   za 0 0.q   Ako je 1 0,m   tada 2| |NS   opada kao 
1 .  

Kao primer, pretpostavimo 0 0,8 ,m    1 1,1Ω C,m    2
2 0,3Ω C ,m   m sin( ),i I t  m 1A,I   i 

1rad s.   Na slici 3(a) je prikazana memristansa u funkciji naelektrisanja. Tačkama su označeni parovi 
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 0 0, ( )q M q  kojima odgovaraju histerezisne petlje prikazane na slikama 3(b)-(e). Početna vrednost i 
površina histerezisne petlje iznose 0 0q   i 2 0,333VANS    za sliku 3(b), 0 0,833Cq   i 2 0NS    za sliku 
3(c), 0 2Cq   i 2 0,467VANS     za sliku 3(d), i 0 3Cq   i 2 0,867VANS     za sliku 3(e). 

 
Slika. 3. (a) Memristansa 2

0 1 2( ) ,M q m m q m q    0 0,8 ,m    1 1,1Ω C,m    i 2
2 0,3Ω C .m   Uštinute histerezisne petlje za 

sin( ),i I t  1A,I   1rad s,   i različite početne vrednosti: (b) 0 0C,q   (c) 0 0,833C,q  (d) 0 2C,q   i (e) 0 3C.q   

3.2.2. Deo po deo konstantna memristansa 

Deo po deo konstantna memristansa se može napisati kao 

 0
1

( ) sgn( ),
N

n Cn
n

M q r r q q


     (35) 

gde ,Cnq  1, , ,n N   označava tačke u kojima memristansa ima diskontinuitete. Memristor koji ima dva 
nivoa memristanse je korišćen kao model za binarnu memoriju [4] i u analizi nelinearnih oscilatora sa 
memristorima [23]. Memristor sa više nivoa memristanse se može koristiti za modelovanje budućih RRAM 
sa memristorima [22]. Osim toga, ovaj model se može koristiti za aproksimaciju memristanse sa deo po deo 
konstantnom funkcijom, kao što je predloženo u [24]. Bolje aproksimacije se mogu dobiti povećanjem N  i 
smanjenjem rastojanja između tačaka Cnq  i ( 1)C nq   u kojima memristansa ima diskontinuitete. 

Uvrštavanje izraza (35) u izraz (13) i korišćenje sledećih rešenja za integrale: sgn( ) | |,u du u  
2 sgn( ) | |u u du u u  vodi ka [20] 

 PWC

1

,
N

N n n
n

S r S


   (36) 

gde je 

 2
0 2 2 0

1
( ) | | ( ) | | .

2n Cn T Cn T Cn CnS q q q q q q q q           (37) 

Lako je pokazati da je 2
2 0( )( ) 0n T Cn CnS q q q q     za 0 2Cn Tq q q   i 0nS   inače.  

Za 1,N   deo po deo konstantna memristansa glasi 0 1 1( ) sgn( )CM q r r q q    (slika 4(a)). Na osnovu 
(36), površina je PWC

1 1 1.NS r S    

Za 2,N   neka je  0 1( ) sgn( ) sgn( )C CM q r r q q q q      (slika 4(b)). Ova memristansa se može 
dobiti iz izraza (35) uvrštavanjem 2 1 0C C Cq q q     i 2 1r r  . Na osnovu (36), površina je 

PWC
2 1 1 2( ).NS r S S    Označimo sa  

 2 2
1 2 0 2 2 0( )( ), ( )( ).T C C T C CA q q q q A q q q q         (38) 

Primetiti da je 1 1S A  za 0 2( , )C Tq q q   i 2 2S A  za 0 2( , ).C Tq q q  U zavisnosti od položaja 0q  i 2Tq  u 
odnosu na Cq  i ,Cq  razlikuje se sledećih šest slučajeva (slika 4(c)): 
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slučajevi 1-3: 0q  i 2Tq  pripadaju istom podintervalu i to ili ( , ]Cq   ili [ , ]C Cq q  ili [ , ).Cq   Tada je 
PWC

1 2 2 0;NS S S      

slučaj 4: za 0 2C T Cq q q q     površina je PWC
2 1 1;NS r A    

slučaj 5: za 0 2C C Tq q q q     površina je PWC
2 1 2 ;NS r A     

slučaj 6: za 0 2C C Tq q q q     površina je PWC
2 1 1 2( ).NS r A A    

 
Slika. 4. Primeri deo po deo konstantne memristanse za a) 1,N   b) 2,N   i c) ilustracija slučajeva 1-6 u 2 0Tq q  ravni,  

kao i površine lista histerezisne petlje za 2.N   

Primeri koji odgovaraju pasivnom i lokalno aktivnom memristoru su dati u tabeli 1. Odgovarajuće 
uštinute histerezisne petlje su prikazane na slici 5(a) u slučaju pasivnog memristora i na slici 5(b) u slučaju 
lokalno aktivnog memristora. Ilustrovani su samo slučajevi 4-6, s obzirom da u slučajevima 1-3 histerezisna 
petlja degeneriše u pravu. 

Tabela 1. Primeri određivanja površina lista uštinute histerezisne petlje za idealan strujom-kontrolisan  
memristor sa deo po deo konstantnom memristansom. 

 Pasivan memristor: 
0 30k ,r    1 10k ,r      

1μC,Cq    

low 10k ,M    high 30kM    

Lokalno aktivan memristor: 
0 30k ,r    1 20k ,r      

1μCCq   

low 10k ,M     high 30kM    

slučaj 4: 0 2μCq    

m 4μA,I   2 0,727μCTq    P(4) 0,108μVAS   A(4) 0,216μVAS   

slučaj 5: 0 0q   

m 20μA,I   2 6,37μCTq   P(5) 2,12μVAS    A(5) 4,24μVAS    

slučaj 6: 0 2μCq    

m 11,5μA,I   2 1,66μCTq   P(6) 0,268μVAS   A(6) 0,536μVAS   
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Slika. 5. Primeri histerezisnih petlji idealnog memristora sa deo po deo konstantnom memristansom u slučaju kada je  

a) pasivan i b) lokalno aktivan. Odgovarajući brojni podaci su dati u tabeli 1. 

Kao naredni primer, razmotrimo aproksimativan izraz za memristansu u slučaju linearnog modela HP 
memristora dat u [24]:  

 aproks,
HP off on off on

1

1 1
( ) ( ) ( ) sgn( ),

2 2

N
N

Cn
n

M q R R R R q q
N 

       (39) 

sa tačkama diskontinuiteta  

 
1

(2 1) , ,
2Cnq n q q

Nc
       (40) 

gde su off ,R  on ,R  i c  konstante povezane sa fizičkim osobinama memristora (imaju isto značenje kao i u 
prethodnom odeljku). Iz (35) i (39) sledi 0 off on( ) 2r R R   i 1 off on( ) (2 ).Nr r R R N      Na osnovu 
(36)-(37) površina lista histerezisne petlje može se odrediti kao 

 HP 2
off on 0 2 2 0

1

1
( ) ( ) | | ( ) | | .

4

N

N Cn T Cn T Cn Cn
n

S R R q q q q q q q q
N




           (41) 

Pretpostavimo 
min min0 ( 1)Cn C nq q q    i 

max max2 ( 1) ,Cn T C nq q q    tako da iz 0 2Tq q  sledi min max .n n  Za 
dovoljno veliko N  približno važi 

min min0 ( 1)( ) 2Cn C nq q q    i 
max max2 ( 1)( ) 2.T Cn C nq q q    Na osnovu izraza 

(40), 0q  i 2Tq  su približno jednaki 

 0 min 2 max2 , 2 .Tq n q q n q      (42) 

Uvrštavanjem izraza (42) i (2 1)Cnq n q    u izraz (41) dobija se 

  HP 2 2
off on min max max min

1

1
( ) ( ) (2 1 2 ) | 2 2 1| (2 2 1) | 2 1 2 | .

4

N

N
n

S R R q n n n n n n n n
N




              (43) 

Izraz u uglastoj zagradi pod sumom je različit od nule samo za min max1 ,n n n    tako da se može pisati 

  
max

min

HP 2 2
off on min max

1

1
( ) ( ) (2 1 2 )(2 2 1) .

2

n

N
n n

S R R q n n n n
N


 

         (44) 

U slučaju kada je max minn n  suma je jednaka nuli. Za max min ,n n  suma se može izračunati korišćenjem 
sledećih poznatih identiteta 2

1(2 1)K
k k K    i 2 2

1(2 1) (4 1) 3.K
k k K K     Nakon sređivanja dobija se 

 HP 2 2 2
off on max min max min

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

3 2NS R R q n n n n
N

         
  (45) 

Za dovoljno veliko max min( )n n  prethodni izraz je približno jednak  

 HP 2 2 3
off on max min

1
( ) ( ) ( ) .

3NS R R q n n
N

      (46) 

Iz izraza (42) sledi  
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 2 0
max min .

2
Tq q

n n
q


 


  (47) 

Uvrštavanjem (47) u (46) dobija se  

 HP 2 3
off on 2 0

1
( ) ( ) .

24N TS R R q q
N q

  


  (48) 

Konačno, uvrštavanjem 2 0 m2Tq q I    (videti (11)) i 2 1N q c   (videti (40)) dobija se 
HP 3

off on m2 ( ) (3 ),NS c R R I    što se poklapa sa tačnim izrazom za površinu lista (33). 

3.2.3. Naponom kontrolisan HP Memristor – linearan model 

Memduktansa HP memristora može se napisati u obliku [25]  

 0( ) ,
1

W
W 





 (49) 

gde su 0 off1W R  i 2
off on off2 ( )c R R R    konstante. Uvrštavanje izraza (49) u izraz (16) vodi ka 

 
2 3

0
HP, contr 0 22

1 1 .
3v T

W
S


 


         (50) 

Iz 2 0 2 ,T mV     sledi da apsolutna vrednost HP, contr| |vS   opada sa porastom kružne frekvencije .  
Izraz u zagradi se može napisati kao 

 2 0
0 2 0

0

( )
1 1 1 1 1 .

1
T

T

  
  



 
       

  
  (51) 

Iznad dovoljno visoke frekvencije, izraz u uglastoj zagradi u (51) je približno jednak prvom članu 
Maclaurin-ovog reda (tj. 1 1 2) :y y     

 2 0
0 2

0

( )
1 1

2 1
T

T

  
 




   


  (52) 

Uvrštavanjem (52) u (50) dobija se  

 

3
2

2 0aproks. 0
HP, contr 2

0

( )
.

3 2 1

T
v

W
S

  
 

 
   

  
  (53) 

Ovaj izraz, zajedno sa 2 0 2T mV     pokazuje da HP, contr| |vS   opada kao 1 ,  kada   raste (slika 6). 

 
Slika. 6. Linearan model naponom-kontrolisanog HP-memristora: off 16kΩ,R   on 1 Ω,00R   410 C,c   m 1V,V   površina 

HP, contrvS   (puna linija) i aproks.
HP, contrvS   (isprekidana linija) u funkciji kružne frekvencije  . 

3.2.4. Idealan generički memristor 

Nelinearan model strujom-kontrolisanog HP memristora sa prozorskom funkcijom predloženom u [2] 
glasi 

 off off on[ ( ) ] , (1 ) ,
dx

v R R R x i cx x i
dt

       (54) 

gde x  označava promenljivu stanja i (0,1).x  Iz izraza (54) i dq idt  sledi [3]  
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1

( ) ln .
(1 ) 1

dx x
q x

cx x c x
 

    (55) 

Uvrštavanjem off off on( ) ( ) ,R x R R R x    ( ) (1 ),f x cx x   i izraza (55) u izraz (22), s obzirom da 
konstantan član memristanse ne doprinosi površini, dobija se 

 
2

0

2
2 0

HP,IC off on 2
2 0

1
( ) ln ln .

2 (1 )(1 ) 1 1

Tx
T

Tx

x x x dx
S R R

c x x x x

  
    

     
  (56) 

Površina se može iskazati kao 

 
2

2
HP,IC off on 2 0 2 2 2 02

0

11
( ) ln ln( ) Li (1 ) Li (1 ) ,

2 1
T

T T

x
S R R x x x x

c x

  
       

  (57) 

gde 2Li ( )x  označava dilogaritam funkciju [26]: 

 2 2

0 0

ln(1 ) ln
Li ( ) , Li (1 ) .

1

x xt t
x dt x dt

t t


    

    (58) 

Dualno, nelinearan model za naponom-kontrolisan HP memristor sa istom prozorskom funkcijom može 
se opisati sa 

 
off off on off off on

(1 )
, .

( ) ( )

v dx cx x
i v

R R R x dt R R R x


 

   
  (59) 

Primenom izraza (59) i ,d vdt   dobija se  

 off off on

1
( ) ln ( ) ln(1 ) .

1

x
x R R R x

c x
       

  (60) 

Uvrštavanje izraza (60) i prozorske funkcije ( ) (1 )f x cx x   u izraz (26) vodi ka površini lista histerezisne 
petlje naponom-kontrolisanog HP memristora, koja se u terminima dilogaritam funkcije (58) može napisati 
kao 

  
2

2
HP,VC off on 2 0 2 2 2 02

0

1
( ) ln ln (1 )(1 ) Li ( ) Li ( ) .

2
T

T T

x
S R R x x x x

c x

  
      

 
 (61) 

Korišćenjem identiteta 2
2 2Li (1 ) Li ( ) π 6 ln ln(1 )x x x x      [26] može se pokazati da za iste 

vrednosti 0x  i 2Tx  važi HP,IC HP,VC 0.S S   

Primeri promene vrednosti površina (57) i (61) u funkciji frekvencije su prikazani na slici 7(a). 
Parametri HP memristora su off 16kΩ,R   on 1 Ω,00R   i 410 Cc   [25]. Za početnu vrednost promenljive 
stanja 0x  usvojeno je 0.3,  za frekvencijski opseg 0,25 5Hz  ( 2π),f   a za amplitude sinusnih pobuda 
izabrano je m 0.34mAI   i m 1.5V.V   Vrednost promenljive stanja u trenutku 2t T  u funkciji 
frekvencije je prikazana na slici 7(b). Za ove podatke dobija se 2 0.97Tx   na 0.25Hz,f   i za strujom-
kontrolisan i za naponom-kontrolisan memristor. Odgovarajuće površine su HP,IC 0.43mVAS   i 

HP,VC 0.43mVA.S    Na slici 7 se vidi da i površina i 2Tx  opadaju brže u slučaju naponom-kontrolisanog 
memristora (isprekidane linije) sa porastom frekvencije. 

 
Slika. 7. Nelinearan model HP-memristora: off 16kΩ,R   on 1 Ω,00R   410 C,c   0 0,3,x   m 0,34mA,I   m 1,5V,V   

(a) površine HP,ICS  i HP,ICS  u funkciji frekvencije i (b) promenljiva stanja u trenutku 2.t T  

U analizi HP memristora često se koristi tzv. Joglekar-ova prozorska funkcija [27], [28] koja je data sa  

 2
(Jog, ) ( ) 1 (2 1) ,p

pf x x     (62) 

gde je p  prirodan broj. Na osnovu (21), odgovarajuće naelektrisanje se može odrediti kao  
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0

0 2

1
( ) ( ) .

1 (2 1)

x

p
x

du
q x q x

c u
 

    (63) 

Integral (63) ima rešenje u vidu Gauss-ove hipergeometrijske funkcije koja se može predstaviti kao 
beskonačni red [28]. U našem primeru za određivanje integrala koristićemo numeričku integraciju. 
Uvrštavanjem off off on( ) ( )R x R R R x    i (Jog, )( ) ( )pf x cf x  u izraz (22), s obzirom da konstantan član 
memristanse ne doprinosi površini lista histerezisne petlje, dobija se 

 
2

0

(Jog, ) 2
contr off on 2 0 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) .

2 1 (2 1)

Tx

p
i T p

x

x
S R R q x q x q x dx

c x
            (64) 

Primetiti da se (64) može napisati kao  

 

 

2

0

2

0

(Jog, ) 2
contr off on 2 0 2

2
off on 0 2

1
( ) ( ) ( )

2 1 (2 1)

1
( ) ( ) ( ) .

1 (2 1)

T

T

x

p
i T p

x

x

p
x

xdx
S R R q x q x

c x

xdx
R R q x q x

c x





       

  
 




  (65) 

Prilikom numeričke integracije u izrazu (65), nestandardan problem je zamena izraza (63) u (65), budući da 
je u izrazu (63) gornja granica varijabla ,x  a ne numerička vrednost. U svrhu rešvanja ovog problema, pri 
realizaciji MatLab koda za određivanje numeričkih vrednosti površine (Jog, )

contr
p

iS   za numeričku integraciju je 
korišćena funcija filter na način opisan u radu [29]. Deo MatLab koda koji opisuje određivanje 
numeričke vrednosti izraza (65) glasi: 
 

% vektor promenljive stanja 
xx = x0:0.001*(x_Tp-x0):x_Tp; %  
% Prozorska funkcija 
F_Jog = 1-(1-2*xx).^(2*p);  
% q(x) - q(x0) 
q_od_x_norm = (1/c)*(xx(2)-xx(1))*filter(1,[1 -1],1./F_Jog); 
% Prvi sabirak 
INT1_x = (xx(2)-xx(1))*filter(1,[1 -1],xx./F_Jog); 
sabirak_1 = q_od_x_norm(length(xx)) * INT1_x(length(xx)); 
% Drugi sabirak 
INT2_x = 2*(xx(2)-xx(1))*filter(1,[1 -1],q_od_x_norm.*xx./F_Jog); 
sabirak_2 = INT2_x(length(xx)); 
% Povrsina lista 
S_Jog_p = -1/(2*c)*w^2*(Roff-Ron)*(sabirak_1 - sabirak_2); 

3.3. Interpretacija površine lista histerezisne petlje preko memristanse i 
naelektrisanja  

U ovom odeljku date su dve interpretacije površine lista histerezisne petlje povezane sa: 

 parnošću (neparnošću) memristanse u odnosu na pravu 4Tq q  (tačku 4( ,0)),Tq  
 geometrijskom interpretacijom u M q  ravni. 

3.3.1. Interpretacija u zavisnosti od parnosti memristanse  

Paran deo memristanse even ( )M q  je deo koji je simetričan u odnosu na pravu 4 ,Tq q   

 even
4

1
( ) ( ) (2 ) .

2 TM q M q M q q       (66) 

Neparan deo memristanse odd ( )M q  je deo koji je neparno simetričan u odnosu na tačku 4( ,0),Tq  

 odd
4

1
( ) ( ) (2 ) .

2 TM q M q M q q       (67) 

Osim toga, memristansa se na jedinstven način može napisati kao 

 even odd( ) ( ) ( ).M q M q M q    (68) 

S obzirom da je faktor 4( )Tq q  neparno simetričan u odnosu na tačku 4( ,0),Tq  sledi da su 
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odd 2 even

4

even 2 odd
4

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

T

T

s q q q M q

s q q q M q





 

 
  (69) 

neparna i parna funkcija u odnosu na 4 ,Tq  respektivno. Uvrštavanjem izraza (68) u (15) i korišćenjem (69) 
dobija se  

 
2 2

0 0

odd even
contr ( ) ( ) . 

T Tq q

i

q q

S s q dq s q dq      (70) 

Granice integrala su simetrične u odnosu na 4Tq  (videti (14)), iz čega sledi da je prvi integral jednak nuli. 
Sledi da se površina lista može izračunati kao 

 
4

0

2 odd
contr 42 ( ) ( ) , 

Tq

i T

q

S q q M q dq     (71) 

gde je odd ( )M q  definisano izrazom (67). Prema tome, parni deo even ( )M q  ne doprinosi površini.  

Na primer, neka je 2
0 2( ) .M q m m q   Iz izraza (67) dobija se odd

2 4 4( ) 2 ( ),T TM q m q q q   što dalje 
zajedno sa (71) implicira 

 2 3
contr 2 4 4 0

4
( ) .

3
 i T TS m q q q     (72) 

Uvrštavanjem izraza (14) u izraz (72) dobija se 2NS   (videti (34)). Primetiti da se za 4 0Tq   dobija 
odd ( ) 0M q   i contr 0iS    (u ovom slučaju histerezisna petlja degeneriše u krivu). Kao numerički primer, 

pretpostavimo 0 0,8 ,m    2
2 0,3Ω C ,m   m sin( ),i I t  m 1A,I   1rad s,   i 0 0,5Cq   (što odgovara 

4 1,5C).Tq   Na slici 5(a) je prikazana memristansa, kao i njen paran i neparan deo u odnosu na 4.Tq  
Funkcije definisane izrazom (69) su prikazane na slikama 7(b) i 7(c). Zbir delova označenih tamno sivom 
bojom na slici 7(b) jednak je nuli. Svetlo siva površina na slici 7(c) i površina lista histerezisne petlje 
prikazana na slici 7(d) su jednake 0,6VA.  

 
Slika 8. Podaci: 2

0 2( ) ,M q m m q   0 0,8 ,m    2
2 0,3Ω C ,m   sin( ),i I t  1A,I   1rad s,   i 0 0,5C.q   (a) Paran i 

neparan deo memristanse u odnosu na 4 1,5C,Tq   (b) površina određena sa odd ( )s q  i osom,q   (c) površina određena sa even ( )s q  

i osom,q   (d) list histerezisne petlje u prvom kvadrantu.  

3.3.2. Geometrijska interpretacija 

Posmatrajmo krivu u v i  ravni koja odgovara memristoru priključenom na sinusnu pobudu 

m( ) sin( )i t I t  tokom vremenskog intervala 1 2[ , ],t    gde je 1 20 2.T     Koristeći iste argumente 
kao u odeljku 3.1.1, pokazuje se da se površina ispod krive može izračunati kao 

 
2 2

1 2

1 1

2
[ , ] 4

( )
( ) ( ) ( ) ,

q

T

q

di t
S v t dt q q M q dq

dt



 


      (73) 
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gde je 1 1( )q q   i 2 2( ).q q    

Za iste podatke kao u prethodnom primeru, površina 
1 2[ , ]S    koja odgovara vremenskim intervalima 

[0, 4],t T  [ 4, 2],t T T  i [0, 2],t T  jednaka je 

 

2
2 4 3 42

[0, 4] 0 4 0 4 4 0 0

2
2 4 3 42

[ 4, 2] 0 4 2 4 4 2 2

[0, 2] [0, 4] [ 4, 2]

( ) ( 4 3 ) ,
2 6

( ) ( 4 3 ) ,
2 6

.

T T T T

T T T T T T T T

T T T T

m
S m q q q q q q

m
S m q q q q q q

S S S





       

        
 

  (74) 

Uzimajući u obzir izraz (14), površine [0, 2]TS  i 2NS   (videti (34)) su jednake. Odgovarajuće numeričke 
vrednosti su: [0, 4] 0,5125VA,TS   [ 4, 2] 1,1125VA,T TS    i [0, 2] 0,6VA.TS    Na osnovu izraza (73), 
površine označene svetlo sivom bojom na slici 8(a) i na insertovanoj slici su jednake [0, 4].TS  Slično, tamno 
sive površine na slici 8(b) i insertovanoj slici su jednake [ 4, 2].T TS  

 
Slika. 9. Površine između 2

4( ) ( )Tq q M q   i oseq   za (a) [0, 4],t T  i (b) [ 4, 2].t T T  Odgovarajuće površine  

u v i  ravni su prikazane na insertovanim slikama. 

3.4. Kako je realizovano tehničko rešenje i gde se primenjuje, odnosno koje su 
mogućnosti primene 

U tehničkom rešenju je prikazana metoda za određivanje površine lista uštinute histerezisne petlje za 
idealne i idealne generičke memristore na sinusnu pobudu. Kao demonstracija primene prikazane metode, 
određivanje površine lista histerezisne petlje je ilustrovano na više primera koji su od interesa za 
proučavanje memristora i njihovog ponašanja u električnim kolima. U primere su uključeni i slučajevi kada 
je memristor lokalno aktivan.  

Metodu opisanu u ovom tehničkom rešenju koriste istraživači sa Fakulteta tehničkih nauka u Novom 
Sadu u aktivnostima koje se odnose na analizu memristora, kao i za dalja istraživanja. Jedan od pravaca 
daljih istraživanja obuhvata i proširenje primenljivosti opisane metode na slučaj periodične deo po deo 
linearne pobude (kao što su povorke pravougaonih ili trougaonih impulsa). 

Primenom unificiranog opisa koji važi za sve idealne mem-elemente [5], rezultati prikazani u ovom 
tehničkom rešenju se mogu na jednostavan način proširiti i na idealne mem-kondenzatore i mem-kaleme. 
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