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1. Opis problema koji se resava tehni¢kim reSenjem

Oblast na koju se tehnicko reSenje odnosi

Teorija signala i sistema, teorija elektricnih kola, pojacavaci snage

Problem Kkoji se tehni¢kim reSenjem reSava

Problem odredivanja maksimalne efikasnosti pojacavaca snage u klasi-F i inverznoj klasi-F sa
kona¢nim brojem harmonika je do ovog tehnickog resenja bio otvoren problem. U literaturi su poznate
vrednosti maksimalne efikasnosti u ovim klasama samo do petog harmonika.

U okviru tehnickog reSenja prikazana je metoda za odredivanje optimalnih signala sa osnovnim i
uzastopnim parnim harmonicima. Takav tip signala se pojavljuje kao signal struje u klasi-F pojacavaca
snage sa kona¢nim brojem harmonika, odnosno kao signal napona u inverznoj klasi-F sa konacnim
brojem harmonika. Poznavanje ovih optimalnih signala omogucilo je odredivanje maksimalne
efikasnosti pojacavaca snage u klasi-F i inverznoj klasi-F sa kona¢nim brojem harmonika. To je ujedno i
maksimalna efikasnost pojacavaCa snage u kontinualnoj klasi-F i1 kontinualnoj inverznoj klasi-F sa
kona¢nim brojem harmonika.

2. Stanje reSenosti tog problema u svetu

Za pojacavace snage u klasi-F i njoj dualnoj inverznoj klasi-F postoji stalan i aktuelan istrazivacki
interes, npr. [1]-[10]. Poznavanje optimalnih signala je vazno u istrazivanju i realizaciji pojaavaca snage
[5], [10]-[19]. Modelovanje signala (eng. waveform engineering) je postala klju¢na karika u dizajnu
pojacavaca snage [8], [18], [19]. Poznavanje Zeljenih signala vodi ka tome da dizajn pojacavaca postaje
manje zavisan od tehnologije koja se koristi za izradu tranzistora [19].

Optimalan signal iz neke klase trigonometrijskih polinoma je onaj nenegativni trigonometrijski
polinom koji ima najve¢u amplitudu osnovnog harmonika. Problem odredivanja optimalnog signala ima
dugu istoriju i privukao je paznju matematic¢ara npr. [20], ali jos viSe paZnju inzenjera, jer se pojavljuje u
dizajnu pojacavaca snage pri odredivanju maksimalne efikasnosti npr. [1], [5], [10] [12]-[14], [17],
[21]-[23].

Prema definiciji klase-F i inverzne klase-F pojacavaca snage, svaki vi§i harmonik postoji u najvise
jednom signalu strujno-naponskog para npr. [1]. Za pojac¢avac snage u klasi-F, uobiCajena pretpostavka
je da signal struje sadrzi vremenski konstantnu komponentu, osnovi harmonik i odreden broj uzastopnih
parnih harmonika, dok naponski signal sadrzi vremenski konstantnu komponentu, osnovni harmonik i
odreden broj uzastopnih neparnih harmonika. Inverzna klasa-F je dualna klasi-F. Kod inverzne klase-F
signal napona sadrzi parne harmonike, dok signal struje sadrzi neparne harmonike.

Za pojacavac snage se kaze da radi u klasi-F sa N harmonika, ako signal struje sadrzi vremenski
konstantnu komponentu, osnovni harmonik i sve parne harmonike do N -tog, a signal napona vremenski
konstantnu komponentu i sve neparne harmonike do N -tog. Za dualnu inverznu klasu-F sa N
harmonika, signal struje sadrzi vremenski konstantnu komponentu i sve neparne harmonike do N -tog,
dok signal napona sadrzi vremenski konstantnu komponentu, osnovni harmonik i sve parne harmonike
do N -tog.

Efikasnost klase-F i inverzne klase-F pojacavaca snage sa kona¢nim brojem harmonika i maksimalno
zaravnjenim signalima je odredena u radu [6]. Pod maksimalno zaravnjenim signalima se podrazumevaju
nenegativni signali koji imaju maksimalno zaravnjen minimum. U radu [6] je pokazano da je koeficijent
uz osnovni harmonik maksimalno zaravnjenog signala sa osnovnim i uzastopnim parnim harmonicima
do 2M —tog jednak
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Osim toga, pokazano je da je koeficijent uz osnovni harmonik maksimalno zaravnjenog signala sa
osnovnim i uzastopnim neparnim harmonicima do (2K +1) — vog jednak
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U [6] je dokazano da se efikasnost klase-F pojacavaca sa maksimalno zaravnjenim signalima najlakse
moze povecati tako Sto se harmonici dodaju redom naizmenicno u signale napona i struje (prvo drugi
harmonik u signal struje, zatim tre¢i u signal napona, Cetvrti u signal struje, itd.). Za inverznu klasu-F
situacija je dualna: prvo drugi harmonik u signal napona, zatim tre¢i u signal struje, Cetvrti u signal
napona, itd. Time je dokazano da je bolje dodavati harmonike po njihovom numeri¢kom redosledu, nego
povecéavati broj harmonika u samo jednom signalu. U slucaju klase-F ili inverzne klase-F sa N
harmonika je ili M =K ili M =K+1, i red najviSeg harmonika je N =1+ M + K. Efikasnosti
pojacavaca snage u klasi-F i inverznoj klasi-F sa N harmonika i maksimalno zaravnjenim signalima
jednaka je [6]

N
N+1
Maksimalno zaravnjeni signali nisu optimalni, zbog Cega efikasnost racunata na osnovu ovih signala nije
maksimalno moguca.
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Problem odredivanja maksimalne efikasnosti pojacavaca snage u klasi-F sa konacnim brojem
harmonika je prvi put je razmatran u radu [1]. Iako su analiticki oblici optimalnih signala sa prvim i
drugim, odnosno prvim i tre¢im harmonikom bili poznati i ranije, u radu [1] su prvi put istovremeno
razmatrani optimalni signali struje i napona za klasu-F sa kona¢nim brojem harmonika. U tom radu je
odredena maksimalna efikasnost u zatvorenoj formi za klasu-F sa dva i tri harmonika, dok je maksimalna
efikasnost za klasu F sa Cetiri i pet harmonika, dobijena numerickim putem.

Za Kklasu-F 1 inverznu klasu-F pojacavaca snage sa konac¢nim brojem harmonika, maksimalne
efikasnosti u zatvorenoj formi sa Cetiri i pet harmonika su odredene u radu [9]. Maksimalne efikasnosti
klase-F i inverzne klase-F sa kona¢nim brojem harmonika, do petog, prikazane su u tabeli 1.

Tabela 1. Maksimalne efikasnosti za klasu-F i inverznu klasu-F pojac¢avaca snage do petog harmonika.

N ’7max
1 1/2=0,5000

5 J1/2=0,7071
3 J2/3=0,8165
4 J3/2=0,8660
5 | 31++2)/8=0,9053

U literaturi postoje rezultati za klasu-F i inverznu klasu-F sa beskona¢nim brojem harmonika u
sledeca tri slucaja:
(1) sa beskona¢no mnogo harmonika u oba signala, maksimalna efikasnost jednaka je 1 [24],

(i1) sa beskona¢no mnogo harmonika u signalu struje u vidu tzv. odse¢enog biharmonijskog signala,
pri cemu signal napona osim vremenski konstantne komponente i osnovnog harmonika sadrzi i treéi
harmonik za klasu-F, odnosno drugi harmonik za inverznu klasu-F [10],

(ii1) sa beskonacno mnogo harmonika u signalu struje u vidu tzv. polusinusoidalnog signala struje i
signalom napona koji osim vremenski konstantne komponente i osnovnog harmonika, sadrzi i uzastopne
neparne harmonike [12]. U tom sluc¢aju maksimalna efikasnost jednaka je
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gde ctg(-) oznacava kotangens funkciju i 2K +1 je red najviSeg harmonika koji je prisutan u signalu
napona. U radu [12], prilikom odredivanja maksimalne amplitude osnovnog harmonika napona,
pretpostavljeni su potrebni uslovi koji obezbeduju da nenegativan signal sa prvih K uzastopnih neparnih
harmonika (najvis§i harmonik je reda (2K+1)) ima K globalnih minimuma jednakih nuli bez
obrazlozenja zasto tacno/samo K (napomenimo da trigonometrijski polinom (2K +1) — og stepena moze
imati do (2K +1) globalnih minimuma jednakih nuli). U nastavku razmatranja pretpostavljen je i
polozaj globalnih minimuma, takode bez obrazlozenja. 1z uslova da je signal jednak nuli u tim tackama,
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odredena je amplituda osnovnog harmonika. Samim tim u tom radu nije dokazano da postoji nenegativan
signal sa tom amplitudom osnovnog harmonika, kao ni da dobijena vrednost odgovara najvecoj
amplitudi osnovnog harmonika. Modifikacijom metoda predlozene u ovom tehnickom resenju, moze se
potvrditi tanost rezultata u radu [12]. Numericke simulacije takode su pokazale da je rezultat objavljen u
[12] tacan.

U slucaju pojacavaca snage sa konaCnim brojem harmonika, poznata je maksimalna efikasnost
klase-C i inverzne klase-C. U radu [13] je pokazano da je maksimalna efikasnost klase-C u funkciji broja
uzastopnih harmonika u signalu struje jednaka
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gde N oznacava red najviseg harmonika. U dualnoj klasi, tzv. inverznoj klasi-C sa kona¢nim brojem
harmonika, maksimalna efikasnost se takode moze izraCunati iz (5), pri ¢emu kod inverzne klase-C, N
predstavlja broj uzastopnih harmonika u signalu napona.

3. Detaljan opis tehnickog reSenja (ukljucujudi i pratece ilustracije
i tehnicke crteze)

U ovom tehni¢kom resenju je opisan postupak odredivanja optimalnog signala koji osim vremenski
konstantne komponente i osnovnog harmonika, sadrzi i uzastopne parne harmonike (odeljak 3.1). Na
osnovu koeficijenta uz osnovni harmonik optimalnih signala, odredene su maksimalne efikasnosti
pojacavaca snage u klasi-F sa konac¢nim brojem harmonika i inverznoj klasi-F sa konacnim brojem
harmonika (odeljak 3.2).

3.1. Optimalan signal sa osnovnim i uzastopnim parnim harmonicima

U ovom odeljku, iz klase signala sa vremenski konstantnom komponentom, osnovnim harmonikom i
prvih M uzastopnih parnih harmonika,

M
W, (2) =1+a,cost + X a,, cos(2mt), 6)
m=1

gde je a,,, #0, i 7 oznaCava ¥, odreden je nenegativan signal sa maksimalnom vrednoScu koeficijenta
a,.

U nastavku ovog odeljka, prvo je odredena maksimalna vrednost koeficijenta a, (odeljak 3.1.1). U
odeljku 3.1.2 su odredeni analiticki izrazi za koeficijente optimalnog signala tipa (6). Nezavisna
numericka verifikacija vrednosti koeficijenata optimalnih signala opisana je u odeljku 3.1.3.

3.1.1. Najveéa vrednost koeficijenta uz osnovni harmonik

Za odredivanje optimalnog signala tipa (6) kori§¢ena je modifikacija procedure predlozene u radu
[20]. Procedura opisana u [20] reSava problem odredivanja optimalnog signala koji osim vremenski
konstantne komponente sadrzi i prvih N uzastopnih harmonika. Ta procedura je u ovom tehnickom
reSenju modifikovana na nacin da su postavljani dodatni uslovi da signal osim osnovnog sadrzi samo
uzastopne parne harmonike (svih visih neparnih harmonika nema). Pokazalo se da postavljanje dodatnih
uslova znatno usloznjava problem odredivanja maksimalne amplitude osnovnog harmonika.

Pokazimo prvo da koeficijent uz osnovni harmonik nenegativnog signala w, (7) tipa (6)
zadovoljava nejednakost
. T
a |£(M +1)sin——. 7
la, [<(M +1) 21D (M
Da bismo to pokazali, ozna¢imo sa
_m, 2r-NHm

T = - r=1...,.M +1. 8)
2 2(M+1)
Koris¢enjem identiteta [25]
M+1 M+1
” 2r-hH=m
cos(2mr. )= (-1 cos———=0, 9
Z; (2mz,)=(-1) le Y ©)

dobija se



M+1 M+1

Zweven(f,-)=M+1+“120057w (10)
r=l r=1
M+1 M+1
S e, 4w =M 4120, o, an
r=l r=1

Uvrstavanjem identiteta [25]

M+l M+1 _ -
Zcosr,, =—Zsinuz— sin———| , (12)
r=1 r=1 Z(M +1) 2(M +1)
u (10)-(11) dobija se
M+l T -1
D W () =M +1—a,| sin——— | , (13)
p 2(M +1)
M+l T -1
D W (7, + 1) =M +1+4a,| sin—— | . (14)
p 2(M +1)

(r) nenegativan sledi > 'w, _(z)>0 i X""w__(z, +1)>0. Ovi izrazi

r=1 r=1

1z uslova da je signal w,,
zajedno sa (13) i (14), respektivno, daju (7).

U okviru ovog odeljka pokaza¢emo da postoji nenegativan signal ¢iji koeficijent a, zadovoljava
jednakost u izrazu (7).

Prema klasi¢nom rezultatu [20], signal w__(7) tipa (6) je nenegativan ako i samo ako postoji

even

(2M +1) -torka (x,,x,,...,x,,,) realnih brojeva koja zadovoljava sledece relacije:

2M
0=1->x7, (15)
i=0
2M -1
a =2 Z XiXists (16)
i=0
2M-2m
azm:Z Z XX oo m=1,...M, (17)
i=0
2M-2m-1
Ay =2 Z XiXisams1s m=1,...M-1. (18)
i=0
1z a,,, #0 (videti (17) za m = M) sledi
XXy # 0. (19)
U slucaju signala w, . (7), svi koeficijenti (18) jednaki su nuli
2M —-2m-1
XX 0 =0, m=1,...,.M—1. (20)
i=0
Oznacimo sa
X = (X, Xpsees Xy, s (21)
01 0 ... 0 O] [0 1
001 .. 00
000 - 00O 01 0 ... 00
v=. . . . . . L=, .. . | (22)
000 .. 01 00 0 .00
100 0 ... 0 0] 100 0 ... 1 0

Matrica U oznaCava (2M +1)x(2M +1) gornju matricu pomeranja (eng. upper shift matrix), dok
matrica L oznacava (2M +1)x(2M +1) donju matricu pomeranja (eng. lower shift matrix). Primetiti da
U2M+l :O 1 L2M+l :0'

U terminima vektora x i matrica U 1 L, izrazi (16), (15), (20) i (17) se mogu napisati u obliku

a,=x"(U+L)x, (23)



x'x=1, 24)
XU+ P Mx =0, m=1,...,M -1, (25)
a,, =x" (U +L')x, m=1,...,M, (26)

gde T oznacava operaciju transponovanja.

3.1.1.1. Reformulacija problema

Problem odredivanja nenegativnog signala tipa (6) sa maksimalnom vrednoS§c¢u koeficijenta a,, moze
se preformulisati u ekvivalentan problem odredivanja maksimuma funkcije
Ve =% (U +L)x, 27)
pod M uslova,
g, =1-x"x=0, (28)
g, =x" U+ " Nx=0, m=1,.,M-1. (29)

Primenom metode Lagranzovih mnozilaca (eng. Lagrange multipliers method), problem se svodi na
problem odredivanja maksimuma glatke funkcije

M-1
A = 7eveu + tOgO + z t2m+1gm' (30)
m=0
Na osnovu metode Lagranzovih mnozilaca, sistem jednacina:
a—A:O, m=0,...,2M, (€2))]
ox,,

zajedno sa uslovima (28)-(29) omogucava odredivanje kriti¢nih tacaka funkcije A. Lako je pokazati da
se sistem (31) moZe napisati u obliku
Tx=0, (32)
gde je x datosa(21) i
M-1
T=~tJ+U+L+ Y 1, (U + L") (33)
m=1

je QM +1)x(2M +1) realna simetri¢na Toeplitz-ova matrica oblika

-, 1 0 Ly O
I | 0 1,
0 1 —t t 0
r=| . . " M (34)
tZM—l 0 t2M—3 ) 1
L0 4y, O . 1 ]

Toeplitz-ove matrice imaju iste elemente duz dijagonala paralelnih glavnoj dijagonali. Simetricne
Toeplitz-ove matrice su potpuno definisane sa svojom prvom vrstom (ili kolonom).

Na osnovu (24), x nije nula-vektor. Zato iz (32) sledi
det(T) =0, (35)
odnosno matrica 7' je singularna. U narednom odeljku odredi¢emo rang matrice 7.
Osim toga, iz (32) sledi x'Tx =0. Uvrstavanjem (33) u x'7x =0 dobija se

M-1
X X+ X (U +L)x+ Y 1, x (U + I")x =0. (36)
m=1
1z (27)-(29) 1 (36) sledi
7/even = tO‘ (3 7)
Defini§imo pomoénu matricu
S=T+t,l. (38)

Na osnovu (34) i (38), matrica S je simetricna Toeplitz-ova matrica koja ima nule na glavnoj dijagonali,



[0 1 0 .. ty,, O]
0 1 . 0 4y,
0 1 0 Lot 0
S=| . . Lo e (39
byus 0 tys ... O
L0 4, 0 .. 1 0 |

1z (38) sledi da je relacija det(7) =0 ekvivalentna sa relacijom
det(S —¢,1)=0. (40)

Prema tome, maksimalna vrednost parametra 7,. (V... =f, na osnovu (37)) jednaka je najvecoj
sopstvenoj vrednosti matrice S.

Primetiti da je matrica S dobijena od matrice 7 promenom samo prvog elementa —, u 0. Ova
promena pomera Citav spektar matrice 7 za isti iznos [26], odnosno sve sopstvene vrednosti matrice T
mogu se dobiti oduzimanjem #, od sopstvenih vrednosti matrice S.

3.1.1.2. Rang i viSestrukost sopstvenih vrednosti matrice 7

U ovom odeljku ¢emo dokazati da je rang matrice 7' jednak M +1. Takode ¢emo dokazati da su
sopstvene vrednosti matrice 7' jednake 0, —#, i —2¢,. Pokaza¢emo da je sopstvena vrednost —¢, prosta,
dok su visestrukosti sopstvenih vrednosti 0 i —2¢, iste i jednake M.

S obzirom da se spektar matrice 7 moze dobiti iz spektra matrice S, u ovom odeljku analizirane su
sopstvene vrednosti matrice S. Prvo ¢emo pokazati da je karakteristi¢ni polinom matrice S oblika

det(S — A1) =AY + BAM 7 + 4 By oA+ Pory)- 41)

Do oblika polinoma (41) se moze do¢i koris¢enjem Newton-ovih identiteta koji povezuju koeficijente
karakteristicnog polinoma sa tragovima stepenovane matrice S [27], [28]. Oznacimo elemente p-tog
stepena matrice S sa s/ 1z (39) se vidi da je s, , = sl.l’j =0 kada je i+ j paran broj. Za p =2 lako je
pokazati da je sfj =0 kada je i+ j neparan broj. Dalje, mnoZenjem S* sa S dobija se S° sa sij =0
kada je i+ j paran broj. Nastavlju¢i ovaj proces, za neparno p, p =2k+1, dobija se sf’j‘.” =0 kada je
i+ j paran broj. S obzirom da je i+ j parno za sve elemente na glavnoj dijagonali, sledi da je trag
matrice S***' jednak nuli,

tr(S**) =0, k=12,... (42)

Na osnovu Newton-ovih identiteta [27], [28], koeficijenti karakteristicnog polinoma povezani su sa
tragovima stepenovane matrice S rekurentnom relacijom

B, =-tr(S), B = —lZﬂrfptr(S"), r=2,..,2M. (43)
r p=1
1z (42)-(43) sledi da se koeficijenti sa neparnim indeksom mogu odrediti iz
1 2q+1
B, =0, ﬂ2q+1 =_m;ﬂ2q+l_ptr(sl ), qg=1...,.M-1. (44)

U sumi u izrazu (44), u svakom sabirku S, ., ,tr(S”) je najmanje jedan od faktora jednak nuli, zato $to
su 2g+1—p i p razlicite parnosti. Preciznije, na osnovu (42) tr(S”)=0 kada je p neparan broj, a iz
rekurentne relacije f3,,,, , =0 kada je p paran broj. Zato je S, ., =0, ¢=0,1,...,M -1, Sto dokazuje
da je karakteristicni polinom matrice S oblika (41).

S obzirom da je matrica S simetri¢na, sve njene sopstvene vrednosti su realne. 1z (41) sledi da je
jedna sopstvena vrednost matrice S jednaka nuli, dok se sve ostale sopstvene vrednosti javljaju u
parovima *4,,...,+4,,. Sledi da viSestrukost sopstvene vrednosti, koja je razli¢ita od nule, ne moze biti
veca od M. Oznacimo sa n, n <M, viSestrukost najvece sopstvene vrednosti matrice S.

Sada ¢emo pokazati da viSestrukost n najvece sopstvene vrednosti matrice S mora biti jednaka M,
da bi svih M uslova datih sa (24) i (25) bilo zadovoljeno. Primetiti da se uslovi (25) mogu napisati u
obliku

XU+ P Y x=2x"" M x =0, m=1,...,M —1. (45)
Iz (45) i (19), sledi da je vektor x normalan na svaki od (M —1) vektora L’""'x, m=1,....,M —1. S
7



obzirom da ovi vektori nisu nula-vektori i da su linearno nezavisni [29], [30], sledi da su uslovi (45)
nezavisni. Osim toga, uslov (28) se moZe interpretirati kao normalizacija duZine vektora x.

Za realane simetricne matrice algebarska i geometrijska visestrukost sopstvenih vrednosti su jednake,
npr. [29]. Samim tim, sopstvenoj vrednosti visestrukosti n, odgovara n linearno nezavisnih sopstvenih
vektora. U slucaju visestruke sopstvene vrednosti Toeplitz-ove matrice, odgovarajuci linearno nezavisni
sopstveni vektori mogu se izabrati u obliku [29], [30] v, Lv, L*v, ..., L' 'v, gde je L dato sa (22) i

V=[VsViseees Vaprarns Oree s 01" (46)

Sledi da se svaki sopstveni vektor x=[x,,Xx,,...,X,, ]’ koji odgovara viestrukoj sopstvenoj vrednosti
moze napisati kao linearna kombinacija [30]

Ji

n—1
x= z a,Lv, 47)
i—0
gde je L’ =1. Uvrstavanjem (47) u (24) i (45) dobija se
n=1 n-1
a,ay'U'Ly=1, (48)
=0 i=0
n—1 n-1
a.av' U (U +0"NYLv=0, m=1,.,M-1. (49)
=0 =0

Lako je pokazati da v/ U'L/**v =v' U L/v=v"L'v za j=0,1,...,n—1, k=1,...,n—1, n<M. Sledi da
se (48) moze napisati u obliku
n—1 n— n—l-k

1
VIV el + 2DV I DY aa,,, =1 (50)
p=0 p=0

k=1

Osim toga, iZ VTUj (U2m+l + L2m+l )L/+kv — vTUj+k (U2m+l + L2m+1 )LjV — VT (U2m+1 + L2m+l)Lkv za
j=0,....,n—-1, k=1,...,n—-1, n<M, sledi da se (49) moze napisati u obliku

n-1 n—l1 n—l-k
VU P el + Y VU + P Y e, =0, m=1,..,M —1. (51)
p=0 k=0 p=0
Oznacimo sa
n—1-k
h=>Y aa,, k=0..n-1. (52)
p=0

Uvrstavanjem (52) u (50)-(51) dobija se

n-l
hy+2) h (V' L'v) =1,
k=1 B (53)
Ry U™+ Py 42 (U DTy =0, m=1,..,M 1.
k=1
Sistem (53) se moze posmatrati kao nehomogen sistem linearnih jednacina u terminima n nepoznatih
h,, k=0,...,n—1. S obzirom da ovaj sistem sadrZzi M nezavisnih jednacina (zato S§to su uslovi
nezavisni) i n < M, sledi da sistem ima resenje ako i samo ako je n= M.

Prema tome, viSestrukost n najvece sopstvene vrednosti matrice S jednaka je M. Na osnovu
karakteristicnog polinoma (41) sledi da matrica S osim proste sopstvene vrednosti jednake 0, ima jos
samo dve sopstvene vrednosti, obe viSestrukosti M. Dalje iz (40) sledi da su viSestruke sopstvene
vrednosti matrice S jednake ¢, i —#,. S obzirom da pomeranje celog spektra matrice S za —, daje ceo
spektar matrice 7', sledi da matrica 7 ima sopstvenu vrednost jednaku nuli visestrukosti M, prostu
sopstvenu vrednost —#, i sopstvenu vrednost —2¢, viSestrukosti M. Na osnovu teoreme o rangu i
defektu matrice (eng. rank-nullity theorem), visestrukost sopstvene vrednosti jednake nuli i rang matrice
reda (2M +1)x(2M +1) zadovoljavaju relaciju M +rang(T)=2M +1, iz koje sledi

rang(T)=M +1. (54)

3.1.1.3. Singularno proSirenje matrice 7

Singularno prosirenje Toeplitz-ove matrice ocuvava njen rang [29]. Singularno proSirenje matrice T
oznacicemo sa T, .. Toje (2M +2)x(2M +2) matrica oblika

ext*



__to 1 0 Ly 0 v ]
-, 1 0 4,, 0
0 1 ) Lovs 0 Ly
.= i SR S (55)
Ly 0 Lvs ) 1 0
0 t,, 0 1 -
Ly 0 4y, .. O 1 -1, |

ProSirena matrica 7., je dobijena od matrice 7 dopisivanjem poslednje kolone i poslednje vrste, na
nacin da se oCuva Toeplitz-ova struktura matrice. Element y je potrebno odrediti iz uslova da je rang
matrica 7 i T, isti. Na osnovu (54) za singularno proSirenje vazi rang(7,,)=M +1. Na osnovu

teoreme o rangu i defektu matrice, za matricu 7, viSestrukost sopstvene vrednosti koja je jednaka nuli
iznosi

Xt

ny, =2M +2—rang(T,, )=M +1. (56)
Uvedimo pomo¢nu matricu
0 0 Ly 0 y
0 1 0 ¢,, O
0 0 t2M73 0 t2M71
S.=| : : : : : R 57)
by 0 bus 0 1 0
0 ty, 0 ... 1 0
Ly 0 4y, .. O 1 0 |

koja se dobija od matrice T,

"« zamenom prvog elementa —#, sa 0. Oc¢igledno je 7, =S, —¢t{. Iz
viSestrukosti n,, =M +1 sopstvene vrednosti jednake nuli matrice 7, sledi da matrica S, ima
sopstvenu vrednost jednaku ¢, viSestrukosti n,, =M +1. Moze se pokazati (koris¢enjem Newton-ovih
identiteta koji povezuju koeficijente karakteristicnog polinoma sa tragovima stepena matrice) da

karakteristicni polinom matrice S, sadrzi samo ¢lanove sa parnim stepenima, tj. da je oblika
det(S_, — AN =AM+ A + .+ B A+ Boss (58)

Iz simetrije matrice S, , sledi da su sve njene sopstvene vrednosti realne. Iz (58) sledi da se one
pojavljuju u parovima +A. S obzirom da matrica S,, ima jednu sopstvenu vrednost viSestrukosti M +1,
iz (58) direktno sledi da matrica S,, ima samo dve sopstvene vrednosti, obe viSestrukosti M +1. Te

sopstvene vrednosti su ¢, i —¢,. Uvedimo normalizovanu matricu

ext

1
Sé:(otrm :_Scxt' (59)
0
Elementi S su
8,5, =0, k=0,1...,M,
s, =1/t,,
=1 (60)
S2k+1 :t2k+1/t07 k=1,...,M-1,
Som+1 :y/to'

Matrica S, ima samo dve sopstvene vrednosti u. €{l,—1}, r=0,1,....2M +1, obe viSestrukosti

ext

M +1. Prema tome, osim §to je simetri¢na Toeplitz-ova, matrica S.. " je takode i ortogonalna. U radu

[31] je dokazano da su sve ortogonalne simetri¢cne Toeplitz-ove matrice ili ortogonalne simetric¢ne
cikli¢ne (cirkularne), ili ortoganalne simetriéne koso-cikli¢ne matrice.

3.1.1.4. Kratak pregled simetri¢nih cikli¢nih i simetri¢nih koso-cikli¢nih matrica parnog reda

U ovom odeljku je dat kratak pregled relacija koje povezuju elemente i sopstvene vrednosti
simetri¢nih cikli¢nih i simetri¢nih koso-cikliénih matrica parnog reda.

Za elemente simetri¢ne cikli¢ne matrice reda 2M +2



Cypren =CITC(CysCraevs CopsChratsCass - 5Ca5 €1 (61)
vazi
Copiap =€, P=L.. M. (62)

Elementi matrice (61) mogu se odrediti ako su poznate sopstvene vrednosti x, r=0,1,..., M +1, kao
[32]

¢ = 1ty + 23 a1 cos P =0,1,...,M +1 (63)

P TM +1) Hy My r:]/ur M1l p=91..., .

Obrnuto, sopstvene vrednosti matrice (61) mogu se odrediti iz njenih elemenata [32], [33]
M
r pre

=c,+(-1)"¢c,,.,+2> c_ cos , r=0,1,..., M +1, 64
M=+ (=D "ey, pz::,p Ul (64)
Horgin, =M., 1=L...,M. (65)

Ciklicne matrice C,,,,, reda 2M +2 imaju M dvostrukih sopstvenih vrednosti i dve proste sopstvene
vrednosti: g, 1 y,,,, [33]

Za elemente simetri¢ne koso-cikli¢ne matrice reda 2M + 2

Q2M+2 = SCirC(qu%a---a qM,O,—qM, s _CI1)7 (66)
vazi
Doyrsa-p =" 4p> pzl,...,M. (67)
Elementi matrice (66) mogu se odrediti ako su poznate sopstvene vrednosti z., »=0,1,..., M, kao [34]
 — pQr+mn
=— coOs—————, =0,1,...,.M+1. 68
T M+1,.Z:(;ﬂr 2(M +1) P (68)

Primetiti da ¢,,,, =0 (videti takode (66)). Obrnuto, sopstvene vrednosti matrice (66) mogu se odrediti iz
njenih elemenata [34]

M
pQ2r+n
=q,+2 cos—-——, r=0,1,..., M, 69
Hr = o ;q” 2M +1) (69)
ILIZMHfr :ﬂr7 VZO,...,M, (70)

Koso-cikli¢ne matrice Q,,,,, reda 2M +2 imaju M +1 dvostrukih sopstvenih vrednosti [33].

3.1.1.5. Odredivanje tipa matrice S

ext

U ovom odeljku odredi¢emo kada je matrica S cikli¢na, a kada koso-cikli¢na.

ext
Razmotricemo dva sluc¢aja, koji odgovaraju razli¢itim parnostima broja M : i) M je paran broj i
ii) M je neparan broj. Pokazacemo da matrica S, " nije koso-cikli¢na kada je M paran broj i da nije

cikli¢na kada je M neparan broj. S obzirom da je matrica S, ili cikli¢na ili koso-cikli¢na, sledi da je

ext

matrica S ortogonalna simetri¢na cikli¢na matrica kada je M paran broj (slucaj i)) i ortogonalna

ext
simetri¢na koso-cikli¢na matrica kada je M neparan broj (slucaj ii)).

i) M je paran broj. Prvi element ¢, i sopstvene vrednosti simetrine koso-ciklicne matrice, na
osnovu (68), zadovoljavaju relaciju (M +1)q, =ZZO M. Za parno M, u sumi figuriSe neparan broj
sabiraka od kojih je svaki jednak ili 1 ili —1, iz ¢ega sledi ZZO p. #0, asamim tim i g, #0. S obzirom
da je s, =0 (videti (60)), zakljucuje se da matrica S, " nije koso-cikli¢na za parno M. Prema tome,
matrica je cikli¢na oblika

Shm =cire(0,s,, 0, 55,0,..., 8,,_1,0,8,,,150, 83,15 -, 0,85,0,5,), parnoM . (71)

ext
12 Sy =8, 8, =1/t, 1 8,,,., =¥/t,, sledi da se singularno progirenje (57) dobija za y =1.

ii) M je neparan broj. Uvrstavanje c¢,, =s,, =0, k=0,1,...,(M —1)/2 (primetiti da je ¢, =0 i
Cyu=0) u (64), vodi ka u,=-u, . 1z u,=-p,, za neparno M vazi u,+(-D""py,, =0.
Uvrstavanjem 4, +(-1)"" g, , =0 u (63) sledi da prvi element ¢, zadovoljava relaciju
(M +1)c, = Zf‘il M. Zaneparno M, u sumi figuriSe neparan broj sabiraka od kojih je svaki jednak ili 1
ili -1, iz Cega sledi Zf"zl u# =0, a samim tim i ¢, #0, a to je kontradikcija. Zakljucuje se da matrica
S nije ciklicna kada je M neparno. Sledi da je matrica koso-cikli¢na oblika

S =scire(0,5,, 0, 55, 0, ...,0, s,,,0, —s,,,0,..., 0,—5,,0,—5,), neparnoM. (72)
10



12 8y, ==, 8, =1/t, i 8,,., =/t,, sledi da se singularno prosirenje (57) dobija za y =—1.

3.1.1.6. Elementi matrice S™>™

ext

U ovom odeljku pokaza¢emo da su elementi matrice S, opisani sa

ext

-1
. Q2k+Drn
S =(=DF M+1s1n(— , k=0,1,...| M/2]|, 73
i = ){( ) 2(M+1)} [M/2] (73)
gde | M/2 | oznacava najveci ceo broj koji nije veci od M/2.

Da bismo dokazali (73), primetimo da iz s, =1/¢,, (37), (27), (23) i (7) sledi

- -1

T
s, 2| (M +1)sin———— 74
| _( ) M) | (74)
U okviru dokaza pokazac¢emo da
r -1
. T
s S| (M +D)sin——| . 75
| _( ) ey (75)
Ocigledno je da relacije (74) i (75) mogu biti istovremeno ispunjene ako i samo ako je
r -1
. T
s, =| (M +D)sin——| . 76
| _( ) 2+ | (76)
Za izvodenje izraza (73), koriSceni su identiteti [25]
M2 :
1+22c052rv :W—-H)V, parno M, 77)
p sinv
(M-1)/2 :
2 Z cos(2r+1)v = W—Jrl)v, neparno M. (78)
pry sinv
C . . . . 2k+Dm .
Primetiti da su desne strane izraza (77)-(78) jednake. UvrsStavanjem v = m u (77)-(78) dobija se
+
M2 -1
I+ ZZ cos ZFM =1 sinM , parno M, (79)
o 2(M +1) 2(M +1)
(M-1)/2 !
2 Z cos(2r + I)M =(=1)f sinM , neparno M. (80)
—r; 2(M +1) 2(M +1)

U toku dokazivanja razlikuju se dva slucaja koji odgovaraju razli¢itoj parnosti broja M.
i) M je paran broj. Za parno M, matrica S, je ortogonalna simetricna ciklina matrica ¢iji su

ext

elementi na parnim pozicijama jednaki nuli s,, =0, k=0,1,...,M/2. Uvritavanjem c,, =s,, =0,
Copot =Spi> k=0,1,...,M/2, u(64) dobija se

uz Qk+1yrm

=(-1)"s,. , +2)> s, cO8S——, r=0,1,...., M. 81
lur ( ) M+1 ; 2k+1 M+1 ( )
S obzirom da je M parno, iz (81) sledi
Lo, =—H., r=0,..., M/2. (82)
1z (82) i (63) se dobija
1 Lk r(2k +1n
Sy =—— +2 cos——— |, k=0,1,...,.M/2. 83
2k M+1{,Uo 2# Y / (83)
Za k=0 izraz (83) postaje
1 M2 m
s, =——| H,+2 cos . 84
V=] Ao Z,ﬂ o (84)

Iz cosrn/(M +1)>0 za r=1,...,M/2 sledi da se maksimalna vrednost izraza (84) dobija za
Mo =t =...= i, =1, iz Cega dalje sledi

11



M +1 M +1

Uvrstavanjem £ =0 u (79) i rezultujuce relacije u (85) dobija se (75). 1z (75) 1 (74) sledi (76). Osim
toga, iz (76) 1 (84) sledi

M)2
5 <—) {1+2Zcos i } (85)
r=1

Mo =ty ==y, =1, parno M. (86)
Uvrstavanje (86) u (83), uz koris¢enje (79) vodi ka (73). Time je dokazana relacija (73) za parno M.

il) M je neparan broj. Za neparno M, S je ortogonalna simetri¢na koso-cikli¢na matrica ¢iji su

elementi na parnim pozicijama jednaki nuli, s,, =0, k=0, 1,...,(M +1)/2. Uvrstavanjem ¢,, =s,, =0,
Goer = Saps k=0,1,...,(M —1)/2, u (69) dobija se

()2 2k +1)(2r + D

=2 Sy, CO§————————, r=0,1,..., M. 87
H, ; 2+ 2M +1) (87)
S obzirom da je M neparno, iz (87) sledi
My =—H, r=0,...,(M-1)/2. (88)
1z (88) 1 (68) se dobija
(M-1)/2
sy S cosBADCEEDT o -2, (89)
M+1 = 2(M +1)
Za k=0 izraz (89) postaje
1 Oy Q2r+n

(90)

Sy

= M, cos .

M+1 = 2(M +1)

Iz cos(2r+)n/(2M +2)>0 za r=1,...,(M —1)/2 sledi da se maksimalna vrednost izraza (90) dobija
za fly = p =... =l =1, 1z Cega dalje sledi

1 Y2 Qr+Dn

s < cos———.

M+1 = 2(M +1)

Uvrstavanjem £ =0 u (80) i rezultujuce relacije u (91) dobija se (75). Iz (75) i (74) sledi (76). Osim
toga, iz (76) 1 (90) sledi

C2))

o=ty = o= Uy =1 neparno M. 92)
Uvrstavanje (92) u (89), uz korisc¢enje (80) vodi ka (73). Time je dokazana relacija (73) za neparno M.

3.1.1.7. Koeficijent uz osnovni harmonik optimalnog signala

Podsetimo se da na osnovu (37) i (60) vazi y,., =t,=1/s,. UvrStavanjem (76) dobija se da je
maksimalna vrednost koeficijenta uz osnovni harmonik a; =y, nenegativnog signala w,_ () tipa (6)
jednaka

al =(M +1)sin (93)

T
2AM +1)’
Time je dokazano da postoji nenegativan signal, Ciji koeficijent uz osnovni harmonik zadovoljava
jednakost u izrazu (7).

3.1.2. Koeficijenti optimalnog signala sa osnovnim i uzastopnim parnim harmonicima

Ozna¢imo optimalan signal tipa (6) sa w. (7). Njegov koeficijent uz osnovni harmonik jednak je a;
(izraz (93)). S obzirom da je w;, . (7) nenegativan, iz (13) sledi da w.  (7) ima nule u tatkama 7, koje

su date izrazom (8). Oznacimo sa
T

a=— 94)
2(M +1)
Tada se nule optimalnog signala 7., »=1,...,M +1, mogu napisati u obliku
z’r:g+(2r—l)a, r=1,.. M +1. (95)

Iz koeficijenta a; i nula (95) optimalnog signala w,

ven

() mogu se odrediti i svi ostali koeficijenti na
12



nacin opisan u nastavku ovog odeljka.

MnoZenjem w,

ven

(r,)=0 sa cos2qr,, g=1,...,M, dobija se

M
cos2gr, +a, cos2qr, cosz, + Z a,, cos2mrz, cos2qz, =0, r=1....,M+1, (96)

m=1
odnosno
200s2qr, +a; (cos(2q +1)z, +cos(2g —1)z,)

u 7
+Y_a,, (cos(2m+2q)7, +cos2m—2¢)7,)=0,  r=1...,M+1.
m=1
Kada se za isto g, ¢ =1,...,M, saberu sve jednacine (97) dobija se sistem jednacina
M+1 M+1 M+1
22 cos2qr, +a, (Z cos(2qg -1z, + Z cos(2q + I)Trj
r=l r=1 r=l1
98
M M+1 M +1
+Z a,, (Z cos(2m—-2q)z, + Z cos(2m + 2q)r,) =0, g=1,...M.
m=1 r=1 r=1
Uvrstavanjem
M +1, p=0,
M+1 M+l
D cos2pr, =(=1)" D cos((2r —1)2pa) = 0 p=1...M, (99)
= ! (=DM +1), p=M+1,
M+1 M+1 (_1)17
cos2p—-Dzr. =(-1D)? > sin(2r-DR2p-Da)=———, 100
Z (p>,<); (¢ )(p))sm(zp_l)a (100)
u (98) dobija se
. s a’ (-1 1 1
an_(_l)M 1aZ(MH*q): 1( ) . - s qzl""aM' (101)
M +1 \sin(2g-Da sin(2g+1a

Lako se vidi da sistem (101) sadrzi samo LM /ZJ nezavisnih jednacina (prvih LM / ZJ jednacina je
nezavisno). (Za neparno M i ¢ =(M +1)/2 jednacina (101) se svodi na 0=0).

Preostale jednacine za odredivanje nepoznatih koeficijenata mogu se dobiti iz uslova da su nule
nenegativnog optimalnog signala w;, . (z) dvostruke. To znaci da su to ujedno i nule prvog izvoda, tj.

W (7,)=0, r=1..,M+1. (102)
MnoZenjem jednacina (102) sa sin2qr,, g=1,...,M, dobija se
M
a; sinz, sin2qr, + Z2ma;m sin2mr, sin2¢z, =0, r=1,...,M +1, (103)

m=1

odnosno

M
a; (cos(2q —1)z, —cos(2q + 1)z, )+ D _2mas, (cos(2m — 2¢)r, — cos(2m +2¢)z, ) =0,

m=1

(104)
r=1,...,M+1.

Kada se za isto ¢, g =1,...,M, saberu sve jednacine (104) dobija se

M+1 M+1 M M+1 M+1
a (Z cos(2q—1)z, = Y cos(2q + 1)z, j +Y 2ma;, {z cos(2m —2q)t, — ) cos(2m + 2q)r,,) =0, (105)

r=1 r=l1 k=1 r=1 r=1

g=1...M.
Na osnovu (99) i (100), iz prethodnog izraza sledi

L e I
246, + COT2M = D000 =70 7 Sin2g—Da T sing+a )

qg=1...,.M.
Sistem (106) sadrzi | (M +1)/2 | nezavisnih jedna¢ina (prvih | (M +1)/2 | jednacina je nezavisno).

(106)
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Koeficijenti optimalnog signala dobijaju se iz (101) 1 (106) i mogu se napisati kao

4 = ~n"a’ 2(M+1)-(2g-1) 2(M +1)~(2g +1) Y o
2¢ 2(M +1)° sin(2g —Da sin(2¢ + D 7
ili kao
(,l* :(_l)M—qal* 2q—1 _ 2q+1 q:1”' M (108)
2(M+1-q) 2(M + 1)2 Sln(Zq . l)a Sln(zq N l)a , R , ,

gde su a; i « dati izrazima (93) i (94), respektivno. Optimalni signali su potpuno odredeni sa
koeficijentima uz osnovni (93) i vise parne harmonike (107) (ili (108) umesto (107)). Koeficijent a; je
izrazen u funkciji broja visih uzastopnih parnih harmonika M, dok su koefijienti a;, izrazeni u funkciji
M 1ireda harmonika.

3.1.2.1. Primeri optimalnih signala

Odredimo prvo ¢emu tezi optimalan signala kada M — c0. Za M — oo, koeficijent a; teZi

lim @’ = lim (M +1)sin——— ==
M—w0

T Jim sine——=—— = Zsinc(0) = =, (109)
M AM +1) 24-= (M +1) 2 2

gde je sinc(x) = (sinx)/x. Koeficijenti a; ,» 9=1...,M, mogu se napisati u obliku

e I _ ! 1 e (110)
S i (2g-Dsinc(2g—-Da  (2g+1DsincQg+D)a  2(M +1)| sinc(2g-Da  sinc(Qg+De ||

Za M —> o, a—0, Allim sinc(2g £ a =1,

ALima;q:(—l)q*l(;— ! ]nmzi, (111)
- 2g-1 2g+1)M->> q
§to je na osnovu (109) jednako
lim a; 2D g=1,...M. (112)
Moo 24 4(12—1 > 2
Iz (109) i (112) sledi
lim W' (r):1+£cosr+2i(_l)q+] 08247 (113)
Mo O 2 4q° -1

q=1
Izraz (113) je identian razvoju u Furijeov red tzv. polusinusoidalnog signala (eng. half-sine waveform)
koji je na osnovnoj periodi opisan sa

TCOST, |7|<m/2,

114
0, n/2<|7| <. (114

Whalf-sine (T) = {

Izrazi (115)-(118) prikazuju optimalne signale w,  (7) za M =1,...,4. Optimalni signali za M =1 i
M =2 su poznati od ranije [9]. Optimalni signali w._ (r) za M =3 i M =4 su prvi put prikazani u
ovom tehnickom reSenju. Njihovi koeficijenti su odredeni iz izraza (93) i (107).

ven

Za M =1, optimalan signal glasi (nule suu 3n/4 i 5n/4)

. 1
W,en (T) =1+\/§cosr+acos2r. (115)
Za M =2, optimalan signal glasi (nule suu 27/3, m i 47/3)
w:ven(z'):1+§cosr+100521—icos4r. (116)
2 12 12
Za M =3, optimalan signal glasi (nule suu 57/8, 77/8, 91/8 i 11x/8)
. 12542 2-1 3W2-4
W (7)) =1+24/2— V2 cost +T\/_C082T —\/_Tcos4r + \/_8 cos 67. (117)
Za M =4, optimalan signal glasi (nule suu 6n/10, 8n/10, =, 12w/10, i 14%/10)
Woen (7) =1+ 505 -1) cos7 + 75 -3 cosZr—Mcos4r+H\/§—_23cos6r— 7-3V5 cos 87. (118)
4 20 40 40 20
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Na slici 1.a prikazani su optimalni signali w;,, (7) za M =1,...,4, kao i w,..(7). Naslici 1.b prikazan

je onaj deo osnovne periode na kojem se nalaze nule optimalnih signala za M =1,...,4.

4 T T T T T r T 0.3 r
........ M=1
M=2
3t ---M=3
= - —M=4
© &
32 ES

0 ooz e N N N ., aae
-180 -135 -90 45 0 45 90 135 180
T[] T[]

a) b)

Slika 1. a) Primeri optimalnih signala sa vremenski konstantnom komponentom, osnovnim i uzastopnim parnim
harmonicima, b) uveéan detalj koji prikazuje nule signala.

3.1.3. Numericka verifikacija

U ovom odeljku opisana je nezavisna numeri¢ka verifikacija analitickih izraza za koeficijente
optimalnog signala w.  (7) koji su izvedeni u prethodnom delu ovog tehni¢kog reSenja. Numericki
pristup je baziran na odredivanju maksimuma minimum funkcije. Vrednosti koeficijenata optimalnog
signala w._(7) koje su dobijene numeri¢kim putem su u saglasnosti sa vrednostima koje se mogu

cven

izracunati iz analiti¢kih izraza izvedenih u ovom tehni¢kom resenju.

Za opisivanje numerickog postupka, primetiti da se signali tipa (6) mogu napisati u obliku

W (D) =1+4a, (cosr + iam cos(2mr)} =1+a,f, (1), (119)

m=1

gdesu a,, =a,,/a,, m=1,...M i

M
Sy (r)=cost+ Za2m cos(2mr). (120)

m=1
U ovoj formulaciji, odredivanje maksimalne vrednosti koeficijenta uz osnovni harmonik nenegativnog
signala tipa w, , (7) je sveden na ekvivalentan problem odredivanja maksimalne vrednosti koeficijenta

a, koja zadovoljava
1+a,f, (r)20. (121)

Ozna¢imo sa
FM(a2""7a2M):rnTinfM(T)9 (122)

minimum funkciju pridruzenu funkciji f,,(zr). Na osnovu (121), a, 1 F,(,,...,a,,,) zadovoljavaju
relaciju
l+a,F,(a,,...,0,,)20. (123)

Za zadatu M —torku («,,...,,, ) postoji jedinstvena najveca vrednost koeficijenta @, koju ¢emo
oznaciti sa 4 (a,,...,a,,,). Lako se vidi da za tu najvecu vrednost, relacija (123) postaje jednakost, Sto
se moze formulisati kao

1 1

F,(a,,....,05,), mrinfM(r)'

A(a,,....,04,)=— (124)

. * v . . v
Neka je sa 4, oznacena maksimalnu vrednost od 4 (,,...,a,,,). Ta maksimalna vrednost se moze
odrediti na slede¢i nacin

1
max [minfM (z’)}

Ay ooy T

A = max [Al(az,...,aZM)]=— (125)

Na osnovu prethodnog, 4 je maksimalna moguéa vrednost koeficijenta a, signala (119).

Tipi¢no, minimum funkcija nije diferencijabilna funkcija (npr. [35]-[37]). Prema tome, 4, se ne
moze odrediti pristupom koji je baziran na odredivanju kriticnih tacaka funkcije. Zbog toga se za
15



odredivanje maksimalne vrednosti koeficijenta a, mora koristiti drugaciji pristup.
U nastavku ovog odeljka, optimizacioni problem opisan sa (125) je tretiran numericki.

Lako se vidi da tacnost parametara koji se dobijaju opisanom numerickom procedurom zavisi od

koraka 7, za 7, kao i izabrane mreze u M — dimenzionalnom parametarskom prostoru (..., @, )

Na primer, za M =3, @, ., =0 = Xsgep = 10, 7e[n/2,n] (zbog simetrije kosinusnog signala i
Cinjenice da cosz<0 za re[m/2,m]) 1 7,,=10" dobili smo 4 =1,5307, a;=0,4022,
a, =—0,0681, i a; =0,0195. Odgovaraju¢e numeri¢ke vrednosti koeficijenata optimalnog signala su
a, =1,5307, a,=0,6157, a,=-0,1042, i a,=0,0298. Prve cetiri znacajne cifre se poklapaju sa
vrednostima koje se mogu izracunati iz analiti¢kih izraza za koeficijente optimalnog signala za M =3
(videti npr. (117)).

Kao drugi primer, za M =4, a,,, =107, a,,, =510, o, =2-10", o, =107, re[n/2,x]
i 7,,=10" dobili smo A4 =1,545 a;=0,409, a;=-0,073, a;=0,0258 i a; =-0,009.
Odgovaraju¢e numericke vrednosti koeficijenata optimalnog signala su g, =1,545, a, =0,632,
a,=-0,113, a, =0,0399 i a, =—0,0139. Prve cetiri znacajne cifre se poklapaju sa vrednostima koje se
mogu izracunati iz analitickih izraza za koeficijente optimalnog signala za M =4 (videti npr. (118)).

3.2. Maksimalna efikasnost klase-F i inverzne klase-F pojacavaca snage sa
kona¢nim brojem harmonika

Elektri¢na Sema pojacavaca snage prikazana je na slici 2.a. Na slici 2.b je prikazana ravan strujnog
generatora, kao i ravan kudista. Virtuelni unutrasnji (eng. intrinsic) krajevi u ravni strujnog generatora su
smeSteni na samom aktivnom elementu. Signali na strujnom generatoru se nazivaju unutra$nji signali, i
i v, 1na njih ne utiu parazitni elementi. Klasa rada pojacavaca snage se utvrduje na osnovu signala u

ravni strujnog generatora [19]. U nastavku ovog odeljka posmatrani su unutradnji signali i, i v,, na
strujnom generatoru.

dc
ravan b1 &

kudist:
v, uéista L,
.o Cb
e ]
Z, G, ’J
—— | v bic
HEMT v [Tz
in L
a)
ravan ravan Vi I
strujnog kugista de
generatora - P . .
: | o . C,
! parazitni 1 L N
i elementi ! | I liL
i----I____J )V VL( Z,
b)

Slika 2. a) Elektri¢na Sema pojac¢avaca snage, b) elektri¢na Sema izlaznog dela kola poja¢avaca snage. Ravan strujnog
generatora i ravan kudiSta tranzistora oznacene su tackastim linijama.

Oznacimo signal, koji osim vremenski konstantne komponente i osnovnog harmonika, sadrzi i sve
viSe neparne harmonike do (2K +1)—vog sa w (1),
K

Woga (1) =1=b cOST =Y by, cOs(2k +1)7, (126)
k=1
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gde 7 oznacava wt, b >0 1 b, #0.
Pretpostavimo za F-klasu pojacavaca sa kona¢nim brojem harmonika da su signali na strujnom
generatoru opisani sa
iy (t)=1, W, ()20,

(127)
Ve (£) =V, w4, ()20,

gdeje I, >0, V,. >0, a w, (7)1 w,(7) sudatisa (6)1(126), respektivno. Za dualnu klasu, inverznu

even

klasu-F sa konac¢nim brojem harmonika, pretpostavimo da su signali na strujnom generatoru opisani sa
i (r) =14 W,(7) 20,
v, () =V, W, () =0.

c " “even

(128)

Efikasnost 7 pojaCavaca snage moze se izracunati iz osnovnih parametara y, i y, strujnog i
naponskog signala [1] kori§¢enjem relacije 7= y,7, /2. Za klasu-F pojacavaca snage je 7, =a, i 7, =b,.
Za inverznu klasu-F pojacavaca snage je y, =b, i 7, =a,. Oznadimo sa y. (M) maksimalnu vrednost
koeficijenta @, signala w, (7), asa y.,(K) maksimalnu vrednost koeficijenta b, signala w_, (7). U

even

tom slucaju, maksimalna efikasnost klase-F sa kona¢nim brojem harmonika jednaka je

1 * *
nmax(M’K):Eyeven(M)yodd(K)’ (129)

gde y... (M) i y.,,(K) oznadavaju maksimalne vrednosti koeficijenata uz osnovni harmonik signala
W, (7) 1 W, (7), respektivno. Primetiti da je 7, (M,K) ujedno i maksimalna efikasnost inverzne

klase-F sa konacnim brojem harmonika. U inverznoj klasi-F signali su dualni, signal struje sadrzi
neparne harmonike, dok signal napona sadrzi vi$e parne harmonike.

Maksimalna vrednost koeficijenta 7., (M) je odredena u ovom tehni¢kom resenju, i na osnovu (93)
ona iznosi

. . T
M)=(M +1)sin——. 130
Veven (M) = (M +1) M AD) (130)
Na osnovu (109),
L T
]\!IIE}O}/CVCn(M)_ 2' (131)
Maksimalna vrednost koeficijenta y.,,(K) iznosi [12]
2 I
C(K) = ct . 132
Voaa (K) (K +2) g2(K+2) (132)
Kada K — oo, parametar y.,,(K) tezi
4 COS2 K7t 2) 4
lim 77, (K) =~ lim —2&¥2) _ 4 (133)
K—o K—>wo | T T
sinc———
2(K+2)

Na osnovu (129), (130) i (132), maksimalna efikasnost klase-F (inverzne klase-F) pojacavaca snage
sa kona¢nim brojem harmonika jednaka je

(M +1) . T b
= sin ctg .
(K+2) 2M+1) " 2(K+2)

M (M, K) (134)

Maksimalna efikasnost klase-F (inverzne klase-F) sa kona¢nim brojem harmonika data izrazom (134) u

funkciji broja uzastopnih parnih harmonika M u signalu struje (napona) i broja uzastopnih neparnih
harmonika K u signalu napona (struje), prikazana je na slici 3.
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Slika 3. Maksimalna efikasnost klase-F i inverzne klase-F poja¢avaca snage.
Osim toga, iz (131) 1 (133) sledi da

. 1. L 14
Iglil;lcnmax(M’K)_EAlllgloyeven(M)}(lzgoyodd(K)_E'E';_l' (135)

M—o
Sa beskona¢no mnogo harmonika i u signalu struje i u signalu napona dobija se tzv. idealna klasa-F
(inverzna klasa-F) ¢ija je efikasnost jednaka 1.

Vazan specijalan slucaj predstavlja pojacavac snage klase-F (inverzne klase-F) sa N harmonika. U
tom slucaju signal struje (napona) sadrzi parne harmonike do N —tog, dok signal napona (struje) sadrzi
neparne harmonike do N —tog. Razlikujemo dva slucaja u zavisnosti od parnosti broja N.

i) N je paran broj. Tadaje M =N/2, K=N/2-1, iiz (134) se dobija

7, (N)=cos Nn 5 parno N. (136)
+

Primetiti da se ova maksimalna efikasnost poklapa sa maksimalnom efikasnos¢u (5) klase-C i inverzne
klase-C sa N harmonika.

ii) N je neparan broj. Tada je M =K =(N —1)/2 iiz (134) se dobija

N+1 . T T
Ninae (N) =

sin ctg s
N+3 N+1 N+3

Maksimalna efikasnost koja odgovara klasi-F (inverznoj klasi-F) sa N harmonika oznacena je
podebljanom cik-cak linijom na slici 3. Izraunate vrednosti maksimalne efikasnosti do N =10 za
klasu-F, sa prikazanim harmonijskim sadrzajem u signalima napona i struje, date su u tabeli 2. Za
inverznu klasu-F potrebno je samo zameniti harmonijski sadrzaj signala struje za signal napona i
obrnuto.

neparno N. (137)

Tabela 2. Maksimalna efikasnost klase-F pojac¢avaca snage sa N harmonika.

N Harmoniciu  Harmonici u

i(7) w(r) n
1 1 1 1/2 =0,5000
2 1,2 1 V2/2=0,7071
3 1,2 13 \2/3=0,8165
4 1,2,4 1,3 V3/2=0,8660
5 12,4 13,5 3(1++/2)/8=0,9053
6 1,2,4,6 13,5 (2+42)/2=0,9239

7 1,2,4,6 13,57 2J2-v2)5+245)/2=0,9422
8 12468 13,57 J25+5) [4=0,9511

9 12468 1.3,5.7.9 5(J5-1)(2++/3)/24=0,9611
10 1246810 13579 (6 +/2)/4=0,9659
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Rezultat dobijen u ovom tehnickom resenju omogucava odredivanje jos jedne maksimalne efikasnosti
koja do sada nije bila poznata. Preciznije, to je maksimalna efikasnost klase-F (inverzne klase-F)
pojacavaca snage kada je signal napona (struje) u vidu povorke pravougaonih impulsa, dok signal struje
(napona) osim vremenski konstantne komponente i osnovnog harmonika, sadrzi i uzastopne parne
harmonike do 2M —tog. Signal u vidu povorke pravougaonih impulsa, osim vremenski konstantne
komponente i osnovnog harmonika, sadrzi sve neparne harmonike (ovaj signal sadrzi beskona¢no mnogo
neparnih harmonika i svi parni harmonici jednaki su nuli). Ova efikasnost moze se odrediti kao grani¢na
vrednost efikasnosti (134) za K — oo,

2(M +1) . 1 . 1
sin =sinc .
2(M +1) 2(M +1)

e (M) = lim 77, (M, K) = (138)

Dualan slucaj je kada je jedan od signala u strujno-naponskom paru polusinusoidalan signal (114).
Polusinusoidalan signal, osim vremenski konstantne komponente i osnovnog harmonika, sadrzi sve
parne harmonike (ovaj signal sadrzi beskona¢no mnogo parnih harmonika i svi neparni harmonici osim
osnovnog jednaki su nuli). U ovom sluc¢aju, maksimalna efikasnost se takode moze dobiti kao grani¢na
vrednost efikasnosti (134) za M — . Ovim postupkom dobija se izraz (4).

3.3. Kako je realizovano tehnicko reSenje i gde se primenjuje, odnosno koje
su mogucnosti primene

Tehnicko reSenje obuhvata analiticku metodu za odredivanje optimalnih signala sa osnovnim i
uzastopnim parnim harmonicima koji se javljaju u klasi-F i inverznoj klasi-F pojacavaca snage.
Koeficijenti optimalnih signala su odredeni u analitickom obliku u funkciji broja uzastopnih parnih
harmonika i reda harmonika. Poznavanje optimalnih signala je omogudilo odredivanje maksimalnih
efikasnosti za klasu-F i inverznu klasu-F pojac¢avaca snage sa kona¢nim brojem harmonika. To su ujedno
i maksimalne efikasnosti kontinualne klase-F i kontinualne inverzne klase-F sa konacnim brojem
harmonika. Do ovog tehnickog reSenja ove maksimalne efikasnosti nisu bile poznate.

Ostvareni rezultati u okviru ovog tehnickog reSenja su prakticno primenljivi u procesu projektovanja
pojacavaca snage u klasi-F i inverznoj klasi-F, s obzirom da poznavanje optimalnih signala omogucava
da dizajn pojacavaca snage bude baziran na “waveform engineering”’-u. Osim toga, ovi rezultati
omogucavaju procenu kvaliteta ostvarenog dizajna kroz poredenje ostvarene i teorijski maksimalno
dostizne efikasnosti, u zavisnosti od izabranog harmonijskog sadrzaja u signalima napona i struje. Zbog
toga je za projektovanje pojacavaca snage vazno poznavanje maksimalne efikasnosti za razlicite klase
rada pojacavaca.

Predlozeno tehnicko reSenje koriste istrazivaci sa Fakulteta tehnickih nauka u Novom Sadu u
aktivnostima koje se odnose na analizu pojacavaca snage, kao i za dalja istrazivanja.

U nastavku istrazivanja bic¢e ispitana moguénost modifikacije opisane metode za odredivanje
optimalnih signala sa drugacijim harmonijskim sadrzajem.
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HU3BO/I N3 3AIIMCHUKA

HacraBHo-Hayuno Behe ®akynTera TexHuukux Hayka y Hosom Camy, Ha 47. peoBHO]
CeHUIM opxanoj fana 29.11.2017. roaune, noHeno je ciaenehy ommyKy:

-HenompeOHO U30CMAB/beHO-
Tauka 12.3.1. Bepughuxayuja noeux mexnuuxkux peuiersa

U UMEHOoe6Ae peueH3eHama

Tauka 12.3.4.: ¥V yunvy éepupuxayuje o602 mexHuuKoz pewiersa yceajajy ce peueH3eHmu:

1. Jlp Bespko Ilanuh, nonent, Enexrporexunuku dakysirer y Beorpany
2. Hp Anexcannap Kymycunarn, Banp. npo¢, ®Paxynrer TexHHUKkux Hayka y HoBom
Cany

Ha3zuB TexHUYKOT pernemna:

“METO/IA 34 OJPEBHUBAE MAKCUMA/THE EOQUHKACHOCTH K/IIACE-® H
HHBEP3HE KIIACE-® IIOJAYHBAYA CHAT'E CA KOHAYHHUM BPOJEM
XAPMOHHKA”

AyTOpH TEXHHUKOT peniema:AHamapuja Jyxac, Cranuma Jlayrosuh, Jlaguciaas Hosax.

-Henompe6H0 Uu3z0Cmae/beHo-

3anucHUK BOIMIIA: /3
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PEHEH3UJA TEXHUYKOI' PELLHEBA

»Merona 3a onpehnsame makcumanane epukacHocTn kiaace-® u nHBepsHe Kkaace-D nojauapaya
CHAre ¢a KOHa4YHUM OpojeM XapMoHHKa*

aytopu: Anamapuja Jyxac, Cranuiua Tayrosuh, Jlanucnas Hosak
npojekar: TR32016 MunucrapcTa npocsete, Hayke U TEXHOJIOLIKOT pa3Boja

Kpamax npukas pasmampanoz mexnuuxoz pewierna

VY TeXHUYKOM pellemy je pa3BhjeHa HOBa MeToIa 3a oJpeluBare ONTUMANTHUX CUTHAIA ca OCHOBHUM
XapMOHHUKOM ¥ KOHauyHUM OpojeM y3aCTOMHUX MapHUX XapMoHWka. KapakTepusauuja oBHX
ONTHMAJTHUX CHIHana je omoryhunma oznpehuBame Teopujcke rpaHuue MakcumaaHe edUKACHOCTH
nojayapaya cHare y knacu-® u nHBep3HOj Kiacu-@ ca KOHaYHUM OpojeM XapMOHHKa, IITO je 110 OBOT
TEXHUYKOT peliemha 6o 0TBOPEH HHIKEHEPCKHU TPOOIIEM.

Y NpBOM Jiey TEXHMYKOT pellera je CakeTo OMUcaH MpobieM Koju ce pewmasa. Y Ipyrom aeny je
NPUKA3aHO CTalbe PELICHOCTH OBOT Mpob/ema y CBeTy M JaT MCLpIaH nperien nocrojehux pesynrara
AOCTYIHUX Y JuTeparypu. Y Tpehem neny, TeXHHUKO pelierhe ce 6aBu oapehuBameM ONTUMATHOT
CHTHajla ca OCHOBHMM M Y3aCTOMHUM MapHMM XapMOHMLMMA, IWTO je omoryhuno oapehusarme
makcumaiHe eduxactoctv. Ilpo je onpeljena HajBeha BpenHoCT KoedHLMjeHTa Y3 OCHOBHH
XapMOHMK ONTHMAJHOI CHUrHAla, TaKO IITO je a) MojasHu mnpobiaeM mnpedopmynucan y
ONTHMHU3ALMOHU NpodsieM oapehuBarma MakcUMyMma KBaaparTHe (yHKIHMje BHILE NMPOMEH/bMBHX Ca
KBaJIpaTHUM OTpaHUYCHMMa THUMa jelHaKoCTH, 0) kopuiuheweM mMeTone JlarpaHKoBUX MHOKHIALA,
HOBOZIOOMjEHH ONMTMMHU3ALMOHK TpobJIeM je cBeleH Ha oapehuBarme Hajsehe CONMCTBEHe BPEIHOCTH
oarosapajyhe peanne cumerpuude Tommuuose Marpuue, 3a kojy cy 1) oapeheHH beH paHr u
BULIECTPYKOCTH COMCTBEHNUX BPEAHOCTH; NOTOM je 1) oarosapajyha TomiHLoBa MaTp1iia CHHIYIapHO
NpoLIMPEHa W HOPMA/lM30BaHa, YMME je [MocTaja OpTOrOHAJHA CHUMETPUYHA LUKIUYHA Wi
OpTOrOHAIHA CUMETPUYHA KOCO-LMKIIMYHA MaTpULIa MTAPHOT pefa, WTo je oMoryhuso e) oapehupare
CBHUX IbCHHX €JIeMeHaTa y aHAIUTHYKOM 00nuKy, U ) HaKOH AeHopMaTH3anuje oapeheHa je TpaxkeHa
Hajeha corcTBeHa BpeNHOCT Koja je jenHaka HajBehoj BpeaHOCTH KoeMLMjeHTa Y3 OCHOBHHM
XapMOHHK ONMTUMATHOI CHTHAsa Ca OCHOBHMM M Y3aCTOIHMM MapHUM XapMOHHLKMMa. HakoH wro je
oapeheH KoeUUMjEHT y3 OCHOBHM XapMOHMK ONTUMAIHOT CHrHasia, oapeheHn cy W CBH ocTaiu
teroBi koeduuujeHTH. OBH KOEDULMEHTH Cy HE3aBHCHO BEPU(DUKOBAHHM HYMEPHUUKMM MyTeM, W
M3TMCTaHW Cy TIPUMEPH ONTUMATHUX CHIHala [0 OCMOr XapMoHuka. [Torom cy oxpehenu
AHATMTHYKHK U3pasy 3a MaKCHMallHe epMKacHOCTH nojauaBaya cHare y kiach-® (MHBep3HOj Knach-D)
y CydajeBMMa Kaaa CUrHal CTpyje (HaroHa) MMa Hajsuiie M y3acTONHMX MapHUX XapMOHHKa, a
curHan Hamowa (crpyje) Hajpuwe K ysactonHux HemapHux xapmonuka. [Topen Tora, mokasado je
yemMy Texe oBe epuKacHOCTH Kaza OpojeBn M u K Teske GeCKOHAYHOCTH, CBAKM MOHA0COO MM
ucroppemeHo. Ilpumepa panu, ompehene cy u npukasaHe makcumanHe eMKACHOCTH MojadyaBaya
cHare y knacu-@ 10 feceTor XxapMoHuKa. ¥V CBUM CilydyajeBUMa Kaaa cy oarosapajyhe edukacHoCTH
Ousie ox paHuje NMo3HaTe W3 IUTEPAType, BPEAHOCTH ePUKACHOCTH J06MjeHe METOIOM Pa3BHjeHOM y
OBOM TEXHUYKOM PELICHY Cy C€ MOKJIOMMIIE Ca BPEJIHOCTMA MO3HATHM W3 JINTEPaType.

0ueHa MEXHUYUKOZ peluerva

Pasmarpano TexHumuko pemewme ce GaBu auzajHoM curHana (enr. Waveform engineering) 3a
rnojayasaye cHare y knacu-® u mHBep3Hoj kinacu-@. [Tpo6reM omucaH y TeXHHUKOM pewewy je y
MOTMYHOCTH pPELIEH Yy aHATUTHYKOM OONKMKY, €a HEONXOJHOM MareMaThykoM cTporomhy,
KopuiherwbeM TEOPHjCKOT NpHCTyna Ga3upaHor Ha THHEapHOj anre6pu (ToruMLOBHUM MaTpuiiama u
BUXOBUM 0COOMHAMa) M OM3ajHy CHrHana (ONMTHMAaTHU TPUTOHOMETPUjCKU ToJIMHOMM). J[0 OBOr




TEXHUYKOr pelletba, MO MUTamby MakcHManiHe e(hHKaCHOCTH TojayaBaya cHare y kjnacu-® u
MHBEP3HO] Kiacu-O Guie cy mo3HaTe mbeHe BPeAHOCTH Camo 10 MeTor xapMoHuka. Takohe cy Guie
MO3HaTe BPEAHOCTH MaKcHMajiHe e(UKACHOCTH y cliydyajeBUMa Kaaa MOCTOjM OECKOHAYHO MHOrO
XapMOHHKa y 00a curHana CTpyjHO-HAallOHCKOT [apa, MWJIM aKko je jemaH oOJ CHrHaga
NojycuHycounanad. [ JlaBHH pe3ynTaT TEXHHYKOr peliema je oapehuBarbe TEOPHjCKE TIpaHHLE
MakCUMaiHe e(UKacCHOCTH rojayaBaya cHare y knacu-® 1 HHBEP3HO] Kiacu-P y omutem ciy4ajy.

3nauaj ocmeapenux pesyimama

Pazmarpanu mpoGnem je akTyenaH M 3a HEroBO pellaBarbe MOCTOjM KOHTHHYyalaH HMHKEHEPCKHU
MHTEPEC, LITO C€ MOKE 3aKJ/bYyYUTH Ha OCHOBY OpOjHMX wiaHaka o0jaB/beHUX Yy Bojachum HaydHO-
UCTpakuBa4ukuM yaconucuma of 2000-Te roanse 1o naHac.

[lojauaBauu cHare y knacu-@ u uHBep3HO] Kinacu-@ ce kopucrte kao PD nojayapaun cHare BHCOKe
epUKaCHOCTH y TeNEeKOMYHMKALMOHUM cepBHCHMAa MOOWiIHe TenedoHuje. Y MNOCIENmhe Bpeme,
NPUCYTHU CY M Kao npekuaadku ,Push-Pull® aynuo mnojayaBaum y wmoOuinum TenedoHuma,
npeHocuBuM Bluetooth 3pyynuumuma wuta. (wmp. rama LPA217x uw LPA215x uHTerpucanmux
nojauaBava y knacu-@, pupme LowPowerSemi).

OBO TexHMYKO pellere 1aje OArOBOp Ha JYro OTBOPEH MHXKEHEPCKU MPoBIIeM Mo3HaBaba TEOPH]jCKe
rpaHuLe epuKacHOCTH rnojayaBaya cHare y kiaacu-@ 1 uHBep3HOj kiacu-D, y oniuTeM ciiy4vajy Kaaa y
CHUTHAJIMMa CTPYjHO-HAMOHCKOT Mapa Ha M3ja3y rojadaBava MOCTOjM KOHa4YaH Opoj xapmoHuka. Jlo
OBOI' TEXHMYKOT pellera, Ouie cy pelieHe caMo MojeanHavyHe WHCTaHIE OBOT npobsema 10 MeTor
XapMOHWUKa.

OcTBapeHn pesyaTaTH y OKBHPY OBOI TEXHHYKOI PELUCHA Cy MPAKTHYHO MPUMEHHUBH Y TPOLIECY
npojeKkToBarma MnojayaBaya cHare y kiacu-® W uHBep3HOj kiacu-®, omoryhyjyhm nmsajuepuma
nojayapaya NpOLEHY KBAIMUTETa OCTBAPCHOI AM3ajHA, y MOIJIEAy KOMMKO e()MKACHOCT pa3BHjeHMX
rnoja’aBava OJCTyNa O/l TEOPHjCKOT JIMMHUTA 33 Pa3InuuTe H300pe XapMOHM]CKMX Caprkaja HaroHa U
CTpyje Ha M3a3y nojavyaBaya.

3akmyuax

PasmarpaHo TEXHWYKO pelIeHe je OPUrHHAIHO, MPUMEHJBUBO M 3HAYajHO y 001acTH MOICNOBaba
nojayasaya cHare y knacu-® u MHBep3HOj kimacu-@. YV TOM CMHMCIY ra MO3WUTHBHO OLEHYjeM
NpeIakeM J1a ce TEeXHUUKO peliee ,Merona 3a oapelhusamwe Makcumaite edukacHocTn knace-® u
uHBep3He kiace-d rojavyasava cHare ca KOHauHUM OpojeM XapMOHHMKA®, Yuju cy ayTopu AHamapuja
Jyxac, Cranuwa Jlayrosuh n Jlanucnas Hosak, nmpuxsaru W kinacudukyje kao pesyarar ,,M85-tosa
MeToma“.

beorpan
16. neuembap 2017.

Hou. np Bemxy/ ITanuh
EnextporexHuuku dakynrer
Vuusepsuter y beorpany




PEINEH3UJA ITPEJJIOKEHOI' TEXHUYKOI' PEHIEIHA

Ipeamer: Munubeme 0 HCIYHEHOCTH KPHTEPHjyMa 32 PU3HABAKb€ TEXHHYKOT peniema

Hasur TexHuukor peuiema:
Meroaa 3a oapehuBame MakcumaJsine epuKacHOCTH Kiaace-® u nHBep3He Kiaace-D nojayasava
CcHare ca KOHAaYHHUM OpojeM XapMOHHKa

Ayropu: Anamapuja Jyxac, Cranuma Jlayrosuh u Jlagucinas Hosak

TexHUYKO perieme je pa3BujeHo y okBUpY npojekta TP-32016,
pykoBoauial mpojexra: npod. ap Jbusbana XXupanos

Kareropuja Texauukor pemiema: M85, moaTun pemema: HoBa METOIA
Ob6pa3siioxeme

VY OoKBHpY TEXHHYKOT pellerkha pa3BUjeHa je MeTo/1a 3a oJpehuBame ONTUMAIHUX CHTHAJIA ca
OCHOBHHMM H Y3aCTOITHHM ITApHHUM XapMOHHIIMMa. TakaB THII CHTHaja Ce jaBjba Kao CHTHAJI CTpYyje
KOJI IM0jayaBaya cHare y Kjiacu-® Wi Kao CHIHaJI HallOHA KOJI II0jayaBaya CHare y WHBEP3HO] KJIacH-
@ (ckp. knacu-O) ca koHAUHEM GpoOjeM XapMOHHKA. Y TEXHHUKOM peEllery jé PelleH OTBOPEH
1poGIieM KOJIMKO M3HOCH MAaKCHMaiiHa e(HKACHOCT mojadapada y kiacH-@ i kmacu-®™ y ommrem
clly4ajy, y 3aBUCHOCTH 01 Opoja XapMOHHKA IPUCYTHUX Y CUTHAJIMMa CTpYje U HaIlOHa.

VY npBOM Jielly TEXHHUKOI pelleha M3BEJACHU Cy AHAIMTHYKH H3pa3d 32 KOCHUIM]EHT y3
OCHOBHHU XapMOHHUK ONTHMATHOT CUTHAJIa ca Y3aCTOIHUM ITapHUM XapMOHHUIIMMA, a HAKOH TOTa U 3a
cBe octaie KoedunujeHte oBor curhHana. [locrymak je OazupaH Ha NpeBohemy OpPHUIHHAIHOT
npobieMa y mpobiieM oJipeljuBama CONCBEHUX BpeAHOCTH oAroBapajyhux Toeplitz-oBux maTpuna.

Teopujcku pe3ynTaTH H3JIOKEHH Y TPBOM JIey TEXHHUYKOT pellerha Cy MPHUMEHEHH 3a

onpehuBame MakcuMaiHe eUKaCHOCTH I0jayaBaya cHare y kiacama @ u @' ca xonaunnm Gpojem
xapMoHHKa. Kao pe3ynrar, H3BEIEHH Cy aHAJIMTHYKH H3pa3d 3a MaKCHMallHe e()HUKAaCHOCTH
nojauaBada cHare y kiacama @ u @' ca nmpou3BosbHAM GpojeM xapMmoHHKA. OBaj pe3yiTar yjeaHo
BXH M 3a MakcUMaJHy Moryhy edukacHOCT mojayaBaya cHare y KOHTHHyasHo] kiacu-© u
KOHTHHYaIHO] KiacH-O' ca KOHaUHHM GpojeM XapMOHHKA, KOJH Ce Y JIaHAIIbE BpeMe HHTCH3HBHO
pa3BHjajy Kao ImupokomnojacHu P® mnojauaBaum cHare 3a INpPUMEHE Yy CEpBHUCHMa MOOWIIHE
tesieoHuje yeTBpTe U nete reuepanyje (4G u 5G).
ITomohy oBOr TEeXHHYKOr pellemha MOXXKE €€ Ha JIaK HA4YWH HM3pavyyHAaTH TEOPUjCKa TpaHMIA
MakcuMaliHe e(hUKaCHOCTH I0jayaBaya cHare y kiracama @ u o7, y 3aBHCHOCTH 0] Opoja MPUCYTHHUX
BUIIMX XapMOHHUKa Yy CUTHAJUMa CTpyje M HaloHa Ha W3Na3y MojadaBada. TeopHjcka TpaHHIA
MaKCUMaJHe e(QHUKaCHOCTH C€ MOXKE€ HMCKOPUCTHTH 3a MpPOICHY KBAJIUTETa TOKOM Tpoleca
NpojeKToBama I0jayaBaya Koju Cy mpeaBuljeHn Jga pane y kiacu-® (0gHOCHO kracu-O
KOHTHHYaIIHO] KyacH-® MM KOHTHHYaIHOj KiacH-D™ ).

3ak/byuak

Ha ocHOBY cBera HaBeIeHOT, IIpeIaXkeM Jia ce TeXHHUKO pellene Mo/ Ha3uBoM ,,MeToaa 3a
onpehuBame makcumanne epukacHocTu kiaace-® u uHBep3He Kiaace-P mojayaBauya cHare ca
KOHAYHMM OpojeM XapMOHHKA“ uyuju cy ayrtopu Anamapwja Jyxac, Cranuma J[layroBuh u
JlamucnaB HoBak mpuxBaTH Kao HOBO TEXHHUYKO pelierme Ha mpojekry TP-32016 Munucrapcra
IIPOCBETE, HAYKE U TEXHOJIOUIKOT pa3Boja U Kiacupukyje kao pesyirar: M85 — HOBA METO/IA.

Y Hosowm Cany, IIpod. np Anekcannap Kynycunari,
21.12.2017. ron. VYuusepsuter y Hoom Cany, ®TH
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HU3BO/ U3 3AIIMCHUKA

HacraBHo-HayuHo Behe ®akynTera TexHHukux Hayka y Hosom Camy, Ha 49.
PeOBHO]j CeHUIIM OJpKaHOj naHa 27.12.2017. romune, JOHENO je cinenehy omtyky:

-Henompe6H0 U30CMAB/bEHO-

TAYKA 13.1. Bepuguxayuja nosux mexnuukux pewersa
U UMEHO6arve peyeH3eHama

Tauka 13.1.1.: Ha ocHOBy MO3MTHBHOI H3BellTaja peleH3eHaTa BepHPHKYyje ce
TEXHUYKO pelIeHe Mo Ha3UBOM:

Ha3uB Texnmykor peuICHka:

“METO/A 34 OIPEBUBABE MAKCUMA/THE EOQUKACHOCTH KJIACE-® H
HHBEP3HE K/IACE-® II0JAYHBAYA CHATE CA KOHAYHHM FPOJEM
XAPMOHHKA”

AyTopu TeXHUUKOT pemera:AHamapuja Jyxac, Cranuina Jlayrosuh, Jlaguciaas Hogax.

-Henompe6H0 U30CMAB/bEHO-

3anucHUK BOAMIIA: TauHoCT nojlataka oBepasa:
Cexkperap

j&‘L‘___‘ .0 . o, . ~‘—5?.M" ﬁl (
VBa 'm"}

h )
JacmunHa Jlumuh, aurn. npaBHUK

—




	TR_max eff_ver_05
	Odluke i recenzije - TR max efficiency


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


