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1. Opis problema koji se rešava tehničkim rešenjem 

Oblast na koju se tehničko rešenje odnosi 

Teorija signala i sistema, teorija električnih kola, pojačavači snage 

Problem koji se tehničkim rešenjem rešava 

Problem određivanja maksimalne efikasnosti pojačavača snage u klasi-F i inverznoj klasi-F sa 
konačnim brojem harmonika je do ovog tehničkog rešenja bio otvoren problem. U literaturi su poznate 
vrednosti maksimalne efikasnosti u ovim klasama samo do petog harmonika. 

U okviru tehničkog rešenja prikazana je metoda za određivanje optimalnih signala sa osnovnim i 
uzastopnim parnim harmonicima. Takav tip signala se pojavljuje kao signal struje u klasi-F pojačavača 
snage sa konačnim brojem harmonika, odnosno kao signal napona u inverznoj klasi-F sa konačnim 
brojem harmonika. Poznavanje ovih optimalnih signala omogućilo je određivanje maksimalne 
efikasnosti pojačavača snage u klasi-F i inverznoj klasi-F sa konačnim brojem harmonika. To je ujedno i 
maksimalna efikasnost pojačavača snage u kontinualnoj klasi-F i kontinualnoj inverznoj klasi-F sa 
konačnim brojem harmonika. 

2. Stanje rešenosti tog problema u svetu 
Za pojačavače snage u klasi-F i njoj dualnoj inverznoj klasi-F postoji stalan i aktuelan istraživački 

interes, npr. [1]-[10]. Poznavanje optimalnih signala je važno u istraživanju i realizaciji pojačavača snage 
[5], [10]-[19]. Modelovanje signala (eng. waveform engineering) je postala ključna karika u dizajnu 
pojačavača snage [8], [18], [19]. Poznavanje željenih signala vodi ka tome da dizajn pojačavača postaje 
manje zavisan od tehnologije koja se koristi za izradu tranzistora [19].  

Optimalan signal iz neke klase trigonometrijskih polinoma je onaj nenegativni trigonometrijski 
polinom koji ima najveću amplitudu osnovnog harmonika. Problem određivanja optimalnog signala ima 
dugu istoriju i privukao je pažnju matematičara npr. [20], ali još više pažnju inženjera, jer se pojavljuje u 
dizajnu pojačavača snage pri određivanju maksimalne efikasnosti npr. [1], [5], [10] [12]-[14], [17], 
[21]-[23]. 

Prema definiciji klase-F i inverzne klase-F pojačavača snage, svaki viši harmonik postoji u najviše 
jednom signalu strujno-naponskog para npr. [1]. Za pojačavač snage u klasi-F, uobičajena pretpostavka 
je da signal struje sadrži vremenski konstantnu komponentu, osnovi harmonik i određen broj uzastopnih 
parnih harmonika, dok naponski signal sadrži vremenski konstantnu komponentu, osnovni harmonik i 
određen broj uzastopnih neparnih harmonika. Inverzna klasa-F je dualna klasi-F. Kod inverzne klase-F 
signal napona sadrži parne harmonike, dok signal struje sadrži neparne harmonike. 

Za pojačavač snage se kaže da radi u klasi-F sa N  harmonika, ako signal struje sadrži vremenski 
konstantnu komponentu, osnovni harmonik i sve parne harmonike do N -tog, a signal napona vremenski 
konstantnu komponentu i sve neparne harmonike do N -tog. Za dualnu inverznu klasu-F sa N  
harmonika, signal struje sadrži vremenski konstantnu komponentu i sve neparne harmonike do N -tog, 
dok signal napona sadrži vremenski konstantnu komponentu, osnovni harmonik i sve parne harmonike 
do N -tog. 

Efikasnost klase-F i inverzne klase-F pojačavača snage sa konačnim brojem harmonika i maksimalno 
zaravnjenim signalima je određena u radu [6]. Pod maksimalno zaravnjenim signalima se podrazumevaju 
nenegativni signali koji imaju maksimalno zaravnjen minimum. U radu [6] je pokazano da je koeficijent 
uz osnovni harmonik maksimalno zaravnjenog signala sa osnovnim i uzastopnim parnim harmonicima 
do 2 togM   jednak 
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Osim toga, pokazano je da je koeficijent uz osnovni harmonik maksimalno zaravnjenog signala sa 
osnovnim i uzastopnim neparnim harmonicima do (2 1) vogK    jednak  
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U [6] je dokazano da se efikasnost klase-F pojačavača sa maksimalno zaravnjenim signalima najlakše 
može povećati tako što se harmonici dodaju redom naizmenično u signale napona i struje (prvo drugi 
harmonik u signal struje, zatim treći u signal napona, četvrti u signal struje, itd.). Za inverznu klasu-F 
situacija je dualna: prvo drugi harmonik u signal napona, zatim treći u signal struje, četvrti u signal 
napona, itd. Time je dokazano da je bolje dodavati harmonike po njihovom numeričkom redosledu, nego 
povećavati broj harmonika u samo jednom signalu. U slučaju klase-F ili inverzne klase-F sa N  
harmonika je ili M K  ili 1,M K   i red najvišeg harmonika je 1 .N M K    Efikasnosti 
pojačavača snage u klasi-F i inverznoj klasi-F sa N  harmonika i maksimalno zaravnjenim signalima 
jednaka je [6] 

 ,flat .
1N

N

N
 


  (3) 

Maksimalno zaravnjeni signali nisu optimalni, zbog čega efikasnost računata na osnovu ovih signala nije 
maksimalno moguća.  

Problem određivanja maksimalne efikasnosti pojačavača snage u klasi-F sa konačnim brojem 
harmonika je prvi put je razmatran u radu [1]. Iako su analitički oblici optimalnih signala sa prvim i 
drugim, odnosno prvim i trećim harmonikom bili poznati i ranije, u radu [1] su prvi put istovremeno 
razmatrani optimalni signali struje i napona za klasu-F sa konačnim brojem harmonika. U tom radu je 
određena maksimalna efikasnost u zatvorenoj formi za klasu-F sa dva i tri harmonika, dok je maksimalna 
efikasnost za klasu F sa četiri i pet harmonika, dobijena numeričkim putem.  

Za klasu-F i inverznu klasu-F pojačavača snage sa konačnim brojem harmonika, maksimalne 
efikasnosti u zatvorenoj formi sa četiri i pet harmonika su određene u radu [9]. Maksimalne efikasnosti 
klase-F i inverzne klase-F sa konačnim brojem harmonika, do petog, prikazane su u tabeli 1.  

Tabela 1. Maksimalne efikasnosti za klasu-F i inverznu klasu-F pojačavača snage do petog harmonika. 

Ν  maxη  

1 1 2 0,5000  

2 1 2 0,7071  

3 2 3 0,8165  

4 3 2 0,8660  

5 3(1 2) 8 0,9053   

 
U literaturi postoje rezultati za klasu-F i inverznu klasu-F sa beskonačnim brojem harmonika u 

sledeća tri slučaja: 

(i) sa beskonačno mnogo harmonika u oba signala, maksimalna efikasnost jednaka je 1 [24], 

(ii) sa beskonačno mnogo harmonika u signalu struje u vidu tzv. odsečenog biharmonijskog signala, 
pri čemu signal napona osim vremenski konstantne komponente i osnovnog harmonika sadrži i treći 
harmonik za klasu-F, odnosno drugi harmonik za inverznu klasu-F [10], 

(iii) sa beskonačno mnogo harmonika u signalu struje u vidu tzv. polusinusoidalnog signala struje i 
signalom napona koji osim vremenski konstantne komponente i osnovnog harmonika, sadrži i uzastopne 
neparne harmonike [12]. U tom slučaju maksimalna efikasnost jednaka je  

 Rhodes

π π
ctg ,

2( 2) 2( 2)K K
 

 
  (4) 

gde ctg( )  označava kotangens funkciju i 2 1K   je red najvišeg harmonika koji je prisutan u signalu 
napona. U radu [12], prilikom određivanja maksimalne amplitude osnovnog harmonika napona, 
pretpostavljeni su potrebni uslovi koji obezbeđuju da nenegativan signal sa prvih K  uzastopnih neparnih 
harmonika (najviši harmonik je reda (2 1)K  ) ima K  globalnih minimuma jednakih nuli bez 
obrazloženja zašto tačno/samo K  (napomenimo da trigonometrijski polinom (2 1)K   og stepena može 
imati do (2 1)K   globalnih minimuma jednakih nuli). U nastavku razmatranja pretpostavljen je i 
položaj globalnih minimuma, takođe bez obrazloženja. Iz uslova da je signal jednak nuli u tim tačkama, 
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određena je amplituda osnovnog harmonika. Samim tim u tom radu nije dokazano da postoji nenegativan 
signal sa tom amplitudom osnovnog harmonika, kao ni da dobijena vrednost odgovara najvećoj 
amplitudi osnovnog harmonika. Modifikacijom metoda predložene u ovom tehničkom rešenju, može se 
potvrditi tačnost rezultata u radu [12]. Numeričke simulacije takođe su pokazale da je rezultat objavljen u 
[12] tačan. 

U slučaju pojačavača snage sa konačnim brojem harmonika, poznata je maksimalna efikasnost 
klase-C i inverzne klase-C. U radu [13] je pokazano da je maksimalna efikasnost klase-C u funkciji broja 
uzastopnih harmonika u signalu struje jednaka 

 max,class-C

π
cos ,

2N
 


  (5) 

gde N  označava red najvišeg harmonika. U dualnoj klasi, tzv. inverznoj klasi-C sa konačnim brojem 
harmonika, maksimalna efikasnost se takođe može izračunati iz (5), pri čemu kod inverzne klase-C, N  
predstavlja broj uzastopnih harmonika u signalu napona. 

3. Detaljan opis tehničkog rešenja (uključujući i prateće ilustracije 
i tehničke crteže) 

U ovom tehničkom rešenju je opisan postupak određivanja optimalnog signala koji osim vremenski 
konstantne komponente i osnovnog harmonika, sadrži i uzastopne parne harmonike (odeljak 3.1). Na 
osnovu koeficijenta uz osnovni harmonik optimalnih signala, određene su maksimalne efikasnosti 
pojačavača snage u klasi-F sa konačnim brojem harmonika i inverznoj klasi-F sa konačnim brojem 
harmonika (odeljak 3.2).  

3.1. Optimalan signal sa osnovnim i uzastopnim parnim harmonicima  

U ovom odeljku, iz klase signala sa vremenski konstantnom komponentom, osnovnim harmonikom i 
prvih M  uzastopnih parnih harmonika, 

 even 1 2
1

( ) 1 cos cos(2 ),
M

m
m

w a a m  


     (6) 

gde je 2 0,Ma   i   označava ,t  određen je nenegativan signal sa maksimalnom vrednošću koeficijenta 

1.a  

U nastavku ovog odeljka, prvo je određena maksimalna vrednost koeficijenta 1a  (odeljak 3.1.1). U 
odeljku 3.1.2 su određeni analitički izrazi za koeficijente optimalnog signala tipa (6). Nezavisna 
numerička verifikacija vrednosti koeficijenata optimalnih signala opisana je u odeljku 3.1.3.  

3.1.1. Najveća vrednost koeficijenta uz osnovni harmonik 

Za određivanje optimalnog signala tipa (6) korišćena je modifikacija procedure predložene u radu 
[20]. Procedura opisana u [20] rešava problem određivanja optimalnog signala koji osim vremenski 
konstantne komponente sadrži i prvih N  uzastopnih harmonika. Ta procedura je u ovom tehničkom 
rešenju modifikovana na način da su postavljani dodatni uslovi da signal osim osnovnog sadrži samo 
uzastopne parne harmonike (svih viših neparnih harmonika nema). Pokazalo se da postavljanje dodatnih 
uslova znatno usložnjava problem određivanja maksimalne amplitude osnovnog harmonika. 

Pokažimo prvo da koeficijent uz osnovni harmonik nenegativnog signala even ( )w   tipa (6) 
zadovoljava nejednakost 

 1

π
| | ( 1)sin .

2( 1)
a M

M
 


  (7) 

Da bismo to pokazali, označimo sa 
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Korišćenjem identiteta [25] 
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dobija se  
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Uvrštavanjem identiteta [25] 
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u (10)-(11) dobija se 
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Iz uslova da je signal even ( )w   nenegativan sledi 1
even1 ( ) 0M

rr w 
   i 1

even1 ( π) 0.M
rr w 

    Ovi izrazi 
zajedno sa (13) i (14), respektivno, daju (7). 

U okviru ovog odeljka pokazaćemo da postoji nenegativan signal čiji koeficijent 1a  zadovoljava 
jednakost u izrazu (7).  

Prema klasičnom rezultatu [20], signal even ( )w   tipa (6) je nenegativan ako i samo ako postoji 
(2 1)M  -torka 0 1 2( , , , )Mx x x  realnih brojeva koja zadovoljava sledeće relacije: 
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Iz 2 0Ma   (videti (17) za )m M  sledi  
 0 2 0.Mx x    (19) 

U slučaju signala even ( )w  , svi koeficijenti (18) jednaki su nuli 

 
2 2 1

2 1
0

0, 1, , 1.
M m

i i m
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x x m M
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 

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Označimo sa  
 T

0 1 2[ , , , ] ,Mx x x x    (21) 

 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
, .

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

U L

   
   
   
   

    
   
   
   
      

 
 
 

           
 
 

 (22) 

Matrica U  označava (2 1) (2 1)M M    gornju matricu pomeranja (eng. upper shift matrix), dok 
matrica L  označava (2 1) (2 1)M M    donju matricu pomeranja (eng. lower shift matrix). Primetiti da 

2 1 0MU    i 2 1 0.ML    

U terminima vektora x  i matrica U  i ,L  izrazi (16), (15), (20) i (17) se mogu napisati u obliku 

 T
1 ( ) ,a x U L x   (23) 
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 T 1,x x    (24) 

 T 2 1 2 1( ) 0, 1, , 1,m mx U L x m M      (25) 

 T 2 2
2 ( ) , 1, , ,m m

ma x U L x m M     (26) 

gde T označava operaciju transponovanja. 

3.1.1.1. Reformulacija problema 

Problem određivanja nenegativnog signala tipa (6) sa maksimalnom vrednošću koeficijenta 1,a  može 
se preformulisati u ekvivalentan problem određivanja maksimuma funkcije 

 T
even ( ) ,x U L x    (27) 

pod M  uslova, 
 T

0 1 0,g x x    (28) 

 T 2 1 2 1( ) 0, 1, , 1.m m
mg x U L x m M       (29) 

Primenom metode Lagranžovih množilaca (eng. Lagrange multipliers method), problem se svodi na 
problem određivanja maksimuma glatke funkcije 

 
1

even 0 0 2 1
0

.
M

m m
m

t g t g





      (30) 

Na osnovu metode Lagranžovih množilaca, sistem jednačina:  

 0, 0, ,2 ,
m

m M
x


 


  (31) 

zajedno sa uslovima (28)-(29) omogućava određivanje kritičnih tačaka funkcije .  Lako je pokazati da 
se sistem (31) može napisati u obliku 
 0,Tx    (32) 
gde je x  dato sa (21) i  
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

       (33) 

je (2 1) (2 1)M M    realna simetrična Toeplitz-ova matrica oblika 
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
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

  (34) 

Toeplitz-ove matrice imaju iste elemente duž dijagonala paralelnih glavnoj dijagonali. Simetrične 
Toeplitz-ove matrice su potpuno definisane sa svojom prvom vrstom (ili kolonom). 

Na osnovu (24), x  nije nula-vektor. Zato iz (32) sledi 

 det( ) 0,T    (35) 

odnosno matrica T  je singularna. U narednom odeljku odredićemo rang matrice .T   

Osim toga, iz (32) sledi T 0.x Tx   Uvrštavanjem (33) u T 0x Tx   dobija se 

 
1

T T T 2 1 2 1
0 2 1

1

( ) ( ) 0.
M

m m
m

m

t x x x U L x t x U L x


 




        (36) 

Iz (27)-(29) i (36) sledi  
 even 0.t   (37) 

Definišimo pomoćnu matricu  
 0 .S T t I    (38) 

Na osnovu (34) i (38), matrica S  je simetrična Toeplitz-ova matrica koja ima nule na glavnoj dijagonali,  
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2 1

2 1

2 3

2 1 2 3

2 1

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 0
.

0 0 1

0 0 1 0

M

M

M

M M

M

t

t

t
S

t t

t







 



 
 
 
 

  
 
 
 
  





     



  (39) 

Iz (38) sledi da je relacija det( ) 0T   ekvivalentna sa relacijom 

 0det( ) 0.S t I   (40) 

Prema tome, maksimalna vrednost parametra even  even 0( t   na osnovu (37)) jednaka je najvećoj 
sopstvenoj vrednosti matrice .S  

Primetiti da je matrica S  dobijena od matrice T  promenom samo prvog elementa 0t  u 0. Ova 
promena pomera čitav spektar matrice T  za isti iznos [26], odnosno sve sopstvene vrednosti matrice T  
mogu se dobiti oduzimanjem 0t  od sopstvenih vrednosti matrice .S   

3.1.1.2. Rang i višestrukost sopstvenih vrednosti matrice T   

U ovom odeljku ćemo dokazati da je rang matrice T  jednak 1.M   Takođe ćemo dokazati da su 
sopstvene vrednosti matrice T  jednake 0, 0t  i 02 .t  Pokazaćemo da je sopstvena vrednost 0t  prosta, 
dok su višestrukosti sopstvenih vrednosti 0 i 02t  iste i jednake .M  

S obzirom da se spektar matrice T  može dobiti iz spektra matrice ,S  u ovom odeljku analizirane su 
sopstvene vrednosti matrice .S  Prvo ćemo pokazati da je karakteristični polinom matrice S  oblika  

 2 2 2 2
2 2 2 2det( ) ( ).M M

M MS I       
         (41) 

Do oblika polinoma (41) se može doći korišćenjem Newton-ovih identiteta koji povezuju koeficijente 
karakterističnog polinoma sa tragovima stepenovane matrice S  [27], [28]. Označimo elemente -togp  
stepena matrice S  sa , .p

i js  Iz (39) se vidi da je 1
, , 0i j i js s   kada je i j  paran broj. Za 2p   lako je 

pokazati da je 2
, 0i js   kada je i j  neparan broj. Dalje, množenjem 2S  sa S  dobija se 3S  sa 3

, 0i js   
kada je i j  paran broj. Nastavljući ovaj proces, za neparno ,p  2 1,p k   dobija se 2 1

, 0k
i js    kada je 

i j  paran broj. S obzirom da je i j  parno za sve elemente na glavnoj dijagonali, sledi da je trag 
matrice 2 1kS   jednak nuli,  
 2 1tr( ) 0, 1,2,kS k      (42) 

Na osnovu Newton-ovih identiteta [27], [28], koeficijenti karakterističnog polinoma povezani su sa 
tragovima stepenovane matrice S  rekurentnom relacijom 

 1
1

1
tr( ), tr( ), 2, ,2 .

r
p

r r p
p

S S r M
r

   


        (43) 

Iz (42)-(43) sledi da se koeficijenti sa neparnim indeksom mogu odrediti iz  

 
2 1

1 2 1 2 1
1

1
0, tr( ), 1, , 1.

2 1

q
p

q q p
p

S q M
q

  


  


    
     (44) 

U sumi u izrazu (44), u svakom sabirku 2 1 tr( )p
q p S    je najmanje jedan od faktora jednak nuli, zato što 

su 2 1q p   i p  različite parnosti. Preciznije, na osnovu (42) tr( ) 0pS   kada je p  neparan broj, a iz 
rekurentne relacije 2 1 0q p     kada je p  paran broj. Zato je 2 1 0,q    0,1, , 1,q M   što dokazuje 
da je karakteristični polinom matrice S  oblika (41). 

S obzirom da je matrica S  simetrična, sve njene sopstvene vrednosti su realne. Iz (41) sledi da je 
jedna sopstvena vrednost matrice S  jednaka nuli, dok se sve ostale sopstvene vrednosti javljaju u 
parovima 1, , .M    Sledi da višestrukost sopstvene vrednosti, koja je različita od nule, ne može biti 
veća od .M  Označimo sa ,n  ,n M  višestrukost najveće sopstvene vrednosti matrice .S   

Sada ćemo pokazati da višestrukost n  najveće sopstvene vrednosti matrice S  mora biti jednaka ,M  
da bi svih M  uslova datih sa (24) i (25) bilo zadovoljeno. Primetiti da se uslovi (25) mogu napisati u 
obliku 
 T 2 1 2 1 T 2 1( ) 2 0, 1, , 1.m m mx U L x x L x m M         (45) 

Iz (45) i (19), sledi da je vektor x  normalan na svaki od ( 1)M   vektora 2 1 ,mL x  1, , 1.m M   S 
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obzirom da ovi vektori nisu nula-vektori i da su linearno nezavisni [29], [30], sledi da su uslovi (45) 
nezavisni. Osim toga, uslov (28) se može interpretirati kao normalizacija dužine vektora .x   

Za realane simetrične matrice algebarska i geometrijska višestrukost sopstvenih vrednosti su jednake, 
npr. [29]. Samim tim, sopstvenoj vrednosti višestrukosti ,n  odgovara n  linearno nezavisnih sopstvenih 
vektora. U slučaju višestruke sopstvene vrednosti Toeplitz-ove matrice, odgovarajući linearno nezavisni 
sopstveni vektori mogu se izabrati u obliku [29], [30] 2 1, , , , ,nv Lv L v L v  gde je L  dato sa (22) i 

 T
0 1 2 1

( 1) nula

[ , , , ,0, ,0] .M n

n

v v v v  



     (46) 

Sledi da se svaki sopstveni vektor T
0 1 2[ , , , ]Mx x x x   koji odgovara višestrukoj sopstvenoj vrednosti 

može napisati kao linearna kombinacija [30] 

 
1

0

,
n

i
i

i

x L v




   (47) 

gde je 0 .L I  Uvrštavanjem (47) u (24) i (45) dobija se 

 
1 1

0 0

1,
n n

T j i
j i

j i

v U L v 
 

 

   (48) 

 
1 1

2 1 2 1

0 0

( ) 0, 1, , 1.
n n

T j m m i
j i

j i

v U U L L v m M 
 

 

 

       (49) 

Lako je pokazati da T j j k T j k j T kv U L v v U L v v L v    za 0,1, , 1,j n   1, , 1,k n   .n M  Sledi da 
se (48) može napisati u obliku 

 
1 1 1

2

0 1 0

2 1.
n n n k

T T k
p p p k

p k p

v v v L v  
   


  

      (50) 

Osim toga, iz 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )T j m m j k T j k m m j T m m kv U U L L v v U U L L v v U L L v             za 
0, , 1,j n   1, , 1,k n   ,n M  sledi da se (49) može napisati u obliku 

 
1 1 1

2 1 2 1 2 2 1 2 1

0 0 0

( ) ( ) 0, 1, , 1.
n n n k

T m m T m m k
p p p k

p k p

v U L v v U L L v m M  
   

   


  

           (51) 

Označimo sa 

 
1

0

, 0, , 1.
n k

k p p k
p

h k n 
 




      (52) 

Uvrštavanjem (52) u (50)-(51) dobija se 

 

1

0
1

1
2 1 2 1 2 1 2 1

0
1

2 ( ) 1,

( ) 2 ( ) 0, 1, , 1.

n
T k

k
k

n
T m m T m m k

k
k

h h v L v

h v U L v h v U L L v m M






   



 

     



 
  (53) 

Sistem (53) se može posmatrati kao nehomogen sistem linearnih jednačina u terminima n  nepoznatih 
,kh  0, , 1.k n   S obzirom da ovaj sistem sadrži M  nezavisnih jednačina (zato što su uslovi 

nezavisni) i ,n M  sledi da sistem ima rešenje ako i samo ako je .n M   

Prema tome, višestrukost n  najveće sopstvene vrednosti matrice S  jednaka je .M  Na osnovu 
karakterističnog polinoma (41) sledi da matrica S  osim proste sopstvene vrednosti jednake 0, ima još 
samo dve sopstvene vrednosti, obe višestrukosti .M  Dalje iz (40) sledi da su višestruke sopstvene 
vrednosti matrice S  jednake 0t  i 0.t  S obzirom da pomeranje celog spektra matrice S  za 0t  daje ceo 
spektar matrice ,T  sledi da matrica T  ima sopstvenu vrednost jednaku nuli višestrukosti ,M  prostu 
sopstvenu vrednost 0t  i sopstvenu vrednost 02t  višestrukosti .M  Na osnovu teoreme o rangu i 
defektu matrice (eng. rank-nullity theorem), višestrukost sopstvene vrednosti jednake nuli i rang matrice 
reda (2 1) (2 1)M M    zadovoljavaju relaciju rang( ) 2 1,M T M    iz koje sledi 

 rang( ) 1.T M    (54) 

3.1.1.3. Singularno proširenje matrice T  

Singularno proširenje Toeplitz-ove matrice očuvava njen rang [29]. Singularno proširenje matrice T  
označićemo sa ext .T  To je (2 2) (2 2)M M    matrica oblika 
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0 2 1

0 2 1

0 2 3 2 1

ext

2 1 2 3 0

2 1 0

2 1 0

1 0 0

1 1 0 0

0 1 0

.

0 1 0

0 0 1 1

0 0 1

M

M

M M

M M

M

M

t t y

t t

t t t

T

t t t

t t

y t t





 

 





 
  
 
   
 
 

 
  





      




  (55) 

Proširena matrica extT  je dobijena od matrice T  dopisivanjem poslednje kolone i poslednje vrste, na 
način da se očuva Toeplitz-ova struktura matrice. Element y  je potrebno odrediti iz uslova da je rang 
matrica T  i extT  isti. Na osnovu (54) za singularno proširenje važi extrang( ) 1.T M   Na osnovu 
teoreme o rangu i defektu matrice, za matricu extT  višestrukost sopstvene vrednosti koja je jednaka nuli 
iznosi  
 ext ext2 2 rang( ) 1.n M T M       (56) 

Uvedimo pomoćnu matricu  

 

2 1

2 1

2 3 2 1

ext

2 1 2 3

2 1

2 1

0 1 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 0

,

0 0 1 0

0 0 1 0 1

0 0 1 0

M

M

M M

M M

M

M

t y

t

t t

S

t t

t

y t





 

 





 
 
 
 
   
 
 
 
  





      




  (57) 

koja se dobija od matrice extT  zamenom prvog elementa 0t  sa 0. Očigledno je ext ext 0 .T S t I   Iz 
višestrukosti ext 1n M   sopstvene vrednosti jednake nuli matrice ext ,T  sledi da matrica extS  ima 
sopstvenu vrednost jednaku 0t  višestrukosti ext 1.n M   Može se pokazati (korišćenjem Newton-ovih 
identiteta koji povezuju koeficijente karakterističnog polinoma sa tragovima stepena matrice) da 
karakteristični polinom matrice extS  sadrži samo članove sa parnim stepenima, tj. da je oblika 

 2 2 2 2
ext 2 2 2 2det( ) .M M

M MS I      
          (58) 

Iz simetrije matrice ext ,S  sledi da su sve njene sopstvene vrednosti realne. Iz (58) sledi da se one 
pojavljuju u parovima .  S obzirom da matrica extS  ima jednu sopstvenu vrednost višestrukosti 1,M   
iz (58) direktno sledi da matrica extS  ima samo dve sopstvene vrednosti, obe višestrukosti 1.M   Te 
sopstvene vrednosti su 0t  i 0.t  Uvedimo normalizovanu matricu 

 norm
ext ext

0

1
.S S

t
   (59) 

Elementi norm
extS  su 

 

2

1 0

2 1 2 1 0

2 1 0

0, 0,1 , ,

1 ,

, 1, , 1,

.

k

k k

M

s k M

s t

s t t k M

s y t
 



 

  





  (60) 

Matrica norm
extS  ima samo dve sopstvene vrednosti {1, 1},r    0,1, ,2 1,r M   obe višestrukosti 

1.M   Prema tome, osim što je simetrična Toeplitz-ova, matrica norm
extS  je takođe i ortogonalna. U radu 

[31] je dokazano da su sve ortogonalne simetrične Toeplitz-ove matrice ili ortogonalne simetrične 
ciklične (cirkularne), ili ortoganalne simetrične koso-ciklične matrice.  

3.1.1.4. Kratak pregled simetričnih cikličnih i simetričnih koso-cikličnih matrica parnog reda 

U ovom odeljku je dat kratak pregled relacija koje povezuju elemente i sopstvene vrednosti 
simetričnih cikličnih i simetričnih koso-cikličnih matrica parnog reda.  

Za elemente simetrične ciklične matrice reda 2 2M    
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 2 2 0 1 1 2 1circ( , , , , , , , , ),M M M MC c c c c c c c      (61) 

važi  

 2 2 , 1, , .M p pc c p M      (62) 

Elementi matrice (61) mogu se odrediti ako su poznate sopstvene vrednosti ,r  0, 1, , 1,r M   kao 
[32]  

 0 1
1

1 π
( 1) 2 cos , 0, 1, , 1.

2( 1) 1

M
p

p M r
r

rp
c p M

M M
  



 
        

   (63) 

Obrnuto, sopstvene vrednosti matrice (61) mogu se odrediti iz njenih elemenata [32], [33] 

 0 1
1

π
( 1) 2 cos , 0, 1, , 1,

1

M
r

r M p
p

pr
c c c r M

M
 



     
   (64) 

 2 2 , 1, , .M r r r M       (65) 

Ciklične matrice 2 2MC   reda 2 2M   imaju M  dvostrukih sopstvenih vrednosti i dve proste sopstvene 
vrednosti: 0  i 1M   [33]. 

Za elemente simetrične koso-ciklične matrice reda 2 2M   

 2 2 0 1 2 1scirc( , , , ,0, , , , ),M M MQ q q q q q q        (66) 

važi 
 2 2 , 1, , .M p pq q p M       (67) 

Elementi matrice (66) mogu se odrediti ako su poznate sopstvene vrednosti ,r  0, 1, , ,r M   kao [34]  

 
0

1 (2 1)π
cos , 0, 1, , 1.

1 2( 1)

M

p r
r

p r
q p M

M M





  

    (68) 

Primetiti da 1 0Mq    (videti takođe (66)). Obrnuto, sopstvene vrednosti matrice (66) mogu se odrediti iz 
njenih elemenata [34] 

 0
1

(2 1)π
2 cos , 0, 1, , ,

2( 1)

M

r p
p

p r
q q r M

M





  

   (69) 

 2 1 , 0, , .M r r r M       (70) 

Koso-ciklične matrice 2 2MQ   reda 2 2M   imaju 1M   dvostrukih sopstvenih vrednosti [33]. 

3.1.1.5. Određivanje tipa matrice norm
extS  

U ovom odeljku odredićemo kada je matrica norm
extS  ciklična, a kada koso-ciklična. 

Razmotrićemo dva slučaja, koji odgovaraju različitim parnostima broja :M  i) M  je paran broj i 
ii) M  je neparan broj. Pokazaćemo da matrica norm

extS  nije koso-ciklična kada je M  paran broj i da nije 
ciklična kada je M  neparan broj. S obzirom da je matrica norm

extS  ili ciklična ili koso-ciklična, sledi da je 
matrica norm

extS  ortogonalna simetrična ciklična matrica kada je M  paran broj (slučaj i)) i ortogonalna 
simetrična koso-ciklična matrica kada je M  neparan broj (slučaj ii)). 

i) M  je paran broj. Prvi element 0q  i sopstvene vrednosti simetrične koso-ciklične matrice, na 
osnovu (68), zadovoljavaju relaciju 0 0( 1) .M

rrM q     Za parno ,M  u sumi figuriše neparan broj 
sabiraka od kojih je svaki jednak ili 1 ili 1,  iz čega sledi 0 0,M

rr    a samim tim i 0 0.q   S obzirom 
da je 0 0s   (videti (60)), zaključuje se da matrica norm

extS  nije koso-ciklična za parno .M  Prema tome, 
matrica je ciklična oblika 

  norm
ext 1 3 1 1 1 3 1circ(0, , 0, ,0, , ,0, ,0, , , 0, ,0, ), parno .M M MS s s s s s s s M       (71) 

Iz 2 1 1,Ms s   1 01s t  i 2 1 0 ,Ms y t   sledi da se singularno proširenje (57) dobija za 1.y    

ii) M  je neparan broj. Uvrštavanje 2 2 0,k kc s   0, 1, ,( 1) 2k M   (primetiti da je 0 0c   i 

1 0)Mc    u (64), vodi ka 0 1.M     Iz 0 1M     za neparno M  važi 1
0 1( 1) 0.M

M 
    

Uvrštavanjem 1
0 1( 1) 0M

M 
    u (63) sledi da prvi element 0c  zadovoljava relaciju 

0 1( 1) .M
rrM c     Za neparno ,M  u sumi figuriše neparan broj sabiraka od kojih je svaki jednak ili 1 

ili 1,  iz čega sledi 1 0,M
rr    a samim tim i 0 0,c   a to je kontradikcija. Zaključuje se da matrica 

norm
extS  nije ciklična kada je M  neparno. Sledi da je matrica koso-ciklična oblika 

 norm
ext 1 3 3 1scirc(0, , 0, , 0, ,0, ,0, , 0, , 0, ,0, ), neparno .M MS s s s s s s M       (72) 
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Iz 2 1 1,Ms s    1 01s t  i 2 1 0 ,Ms y t   sledi da se singularno proširenje (57) dobija za 1.y     

3.1.1.6. Elementi matrice norm
extS  

U ovom odeljku pokazaćemo da su elementi matrice norm
extS  opisani sa 

 
1

2 1

(2 1)π
( 1) ( 1)sin , 0, 1, , 2 ,

2( 1)
k

k

k
s M k M

M





 
        

  (73) 

gde 2M    označava najveći ceo broj koji nije veći od 2.M   

Da bismo dokazali (73), primetimo da iz 1 01 ,s t  (37), (27), (23) i (7) sledi  

 
1

1

π
( 1)sin .

2( 1)
s M

M


 

   
  (74) 

U okviru dokaza pokazaćemo da  

 
1

1

π
( 1)sin .

2( 1)
s M

M


 

   
  (75) 

Očigledno je da relacije (74) i (75) mogu biti istovremeno ispunjene ako i samo ako je  

 
1

1

π
( 1)sin .

2( 1)
s M

M


 

   
  (76) 

Za izvođenje izraza (73), korišćeni su identiteti [25] 

 
2

1

sin( 1)
1 2 cos2 , parno ,

sin

M

r

M
r M





    (77) 

 
( 1) 2

0

sin( 1)
2 cos(2 1) , neparno .

sin

M

r

M
r M









    (78) 

Primetiti da su desne strane izraza (77)-(78) jednake. Uvrštavanjem 
(2 1)π

2( 1)

k

M
 



 u (77)-(78) dobija se 
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1

(2 1)π (2 1)π
1 2 cos2 ( 1) sin , parno ,

2( 1) 2( 1)

M
k

r

k k
r M

M M





  
      
   (79) 

 
1( 1) 2

0

(2 1)π (2 1)π
2 cos(2 1) ( 1) sin , neparno .

2( 1) 2( 1)

M
k

r

k k
r M

M M





  
      

   (80) 

U toku dokazivanja razlikuju se dva slučaja koji odgovaraju različitoj parnosti broja .M  

i) M  je paran broj. Za parno ,M  matrica norm
extS  je ortogonalna simetrična ciklična matrica čiji su 

elementi na parnim pozicijama jednaki nuli 2 0,ks   0, 1, , 2.k M   Uvrštavanjem 2 2 0,k kc s   

2 1 2 1,k kc s   0,1, , 2,k M   u (64) dobija se 

 
2

1 2 1
0

(2 1) π
( 1) 2 cos , 0, 1, , .

1

M
r

r M k
k

k r
s s r M

M
  




   

    (81) 

S obzirom da je M  parno, iz (81) sledi 

 1 , 0, , 2.M r r r M        (82) 

Iz (82) i (63) se dobija 

 
2

2 1 0
1

1 (2 1)π
2 cos , 0, 1, , 2.

1 1

M

k r
r

r k
s k M

M M
 



 
     

    (83) 

Za 0k   izraz (83) postaje 

 
2

1 0
1

1 π
2 cos .

1 1

M

r
r

r
s

M M
 



 
    

   (84) 

Iz cos π ( 1) 0r M    za 1, , 2r M   sledi da se maksimalna vrednost izraza (84) dobija za 

0 1 2 1,M       iz čega dalje sledi 
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2

1
1

1 π
1 2 cos .

1 1

M

r

r
s

M M

 
    

   (85) 

Uvrštavanjem 0k   u (79) i rezultujuće relacije u (85) dobija se (75). Iz (75) i (74) sledi (76). Osim 
toga, iz (76) i (84) sledi 
 0 1 2 1, parno .M M       (86) 

Uvrštavanje (86) u (83), uz korišćenje (79) vodi ka (73). Time je dokazana relacija (73) za parno .M   

ii) M  je neparan broj. Za neparno ,M  norm
extS  je ortogonalna simetrična koso-ciklična matrica čiji su 

elementi na parnim pozicijama jednaki nuli, 2 0,ks   0, 1, ,( 1) 2.k M   Uvrštavanjem 2 2 0,k kq s   

2 1 2 1,k kq s   0,1, ,( 1) 2,k M   u (69) dobija se 

 
( 1) 2

2 1
0

(2 1)(2 1)π
2 cos , 0, 1, , .

2( 1)

M

r k
k

k r
s r M

M







 
 

   (87) 

S obzirom da je M  neparno, iz (87) sledi  

 , 0, ,( 1) 2.M r r r M       (88) 

Iz (88) i (68) se dobija 

 
( 1) 2

2 1
0

1 (2 1)(2 1)π
cos , 0, 1, ,( 1) 2.

1 2( 1)

M

k r
r

r k
s k M

M M







 
  

     (89) 

Za 0k   izraz (89) postaje 

 
( 1) 2

1
0

1 (2 1)π
cos .

1 2( 1)

M

r
r

r
s

M M









    (90) 

Iz cos(2 1)π (2 2) 0r M    za 1, ,( 1) 2r M   sledi da se maksimalna vrednost izraza (90) dobija 
za 0 1 ( 1) 2 1,M        iz čega dalje sledi 

 
( 1) 2

1
0

1 (2 1)π
cos .

1 2( 1)

M

r

r
s

M M








    (91) 

Uvrštavanjem 0k   u (80) i rezultujuće relacije u (91) dobija se (75). Iz (75) i (74) sledi (76). Osim 
toga, iz (76) i (90) sledi 
 0 1 ( 1) 2 1, neparno .M M        (92) 

Uvrštavanje (92) u (89), uz korišćenje (80) vodi ka (73). Time je dokazana relacija (73) za neparno .M  

3.1.1.7. Koeficijent uz osnovni harmonik optimalnog signala 

Podsetimo se da na osnovu (37) i (60) važi even 0 11 .t s    Uvrštavanjem (76) dobija se da je 
maksimalna vrednost koeficijenta uz osnovni harmonik 1 evena    nenegativnog signala even ( )w   tipa (6) 
jednaka 

 1

π
( 1)sin .

2( 1)
a M

M
  


 (93) 

Time je dokazano da postoji nenegativan signal, čiji koeficijent uz osnovni harmonik zadovoljava 
jednakost u izrazu (7). 

3.1.2. Koeficijenti optimalnog signala sa osnovnim i uzastopnim parnim harmonicima 

Označimo optimalan signal tipa (6) sa even ( ).w   Njegov koeficijent uz osnovni harmonik jednak je 1a  
(izraz (93)). S obzirom da je even ( )w   nenegativan, iz (13) sledi da even ( )w   ima nule u tačkama r  koje 
su date izrazom (8). Označimo sa  

 
π

.
2( 1)M

 


  (94) 

Tada se nule optimalnog signala ,r  1, , 1,r M   mogu napisati u obliku 

 
π

(2 1) , 1, , 1.
2r r r M        (95) 

Iz koeficijenta 1a  i nula (95) optimalnog signala even ( )w   mogu se odrediti i svi ostali koeficijenti na 
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način opisan u nastavku ovog odeljka. 

Množenjem even ( ) 0rw    sa cos2 ,rq  1, , ,q M   dobija se 

 1 2
1

cos2 cos 2 cos cos 2 cos 2 0, 1, , 1,
M

r r r m r r
m

q a q a m q r M     



       (96) 

odnosno 

 
 

 

1

2
1

2cos2 cos(2 1) cos(2 1)

cos(2 2 ) cos(2 2 ) 0, 1, , 1.

r r r

M

m r r
m

q a q q

a m q m q r M

  

 







   

       
 (97) 

Kada se za isto ,q  1, , ,q M   saberu sve jednačine (97) dobija se sistem jednačina  

 

1 1 1

1
1 1 1

1 1

2
1 1 1

2 cos 2 cos(2 1) cos(2 1)

cos(2 2 ) cos(2 2 ) 0, 1, , .

M M M

r r r
r r r

M M M

m r r
m r r

q a q q

a m q m q q M

  

 

  


  

 


  

 
    

 
 

      
 

  

   
 (98) 

Uvrštavanjem  

  
1 1

1 1 1

1, 0,

cos 2 ( 1) cos (2 1)2 0 1, , ,

( 1) ( 1), 1,

M M
p

r
r r M

M p

p r p p M

M p M

 
 

  

 
    
    

    (99) 

  
1 1

1 1

( 1)
cos(2 1) ( 1) sin (2 1)(2 1) ,

sin(2 1)

pM M
p

r
r r

p r p
p

 


 

 


     

   (100) 

u (98) dobija se 

 
1

1 1
2 2( 1 )

( 1) 1 1
( 1) , 1, , .

1 sin(2 1) sin(2 1)

q
M

q M q

a
a a q M

M q q 

 
  

 

 
        

  (101) 

Lako se vidi da sistem (101) sadrži samo 2M    nezavisnih jednačina (prvih 2M    jednačina je 
nezavisno). (Za neparno M  i ( 1) 2q M   jednačina (101) se svodi na 0 0).   

Preostale jednačine za određivanje nepoznatih koeficijenata mogu se dobiti iz uslova da su nule 
nenegativnog optimalnog signala even ( )w   dvostruke. To znači da su to ujedno i nule prvog izvoda, tj.  

 even ( ) 0, 1, , 1.rw r M       (102) 

Množenjem jednačina (102) sa sin 2 ,rq  1, , ,q M   dobija se 

 1 2
1

sin sin 2 2 sin 2 sin 2 0, 1, , 1,
M

r r m r r
m

a q ma m q r M    



      (103) 

odnosno 

 
   1 2

1

cos(2 1) cos(2 1) 2 cos(2 2 ) cos(2 2 ) 0,

1, , 1.

M

r r m r r
m

a q q ma m q m q

r M

    



       

 




 (104) 

Kada se za isto ,q  1, , ,q M   saberu sve jednačine (104) dobija se 

1 1 1 1

1 2
1 1 1 1 1

cos(2 1) cos(2 1) 2 cos(2 2 ) cos(2 2 ) 0,

1, , .

M M M M M

r r m r r
r r k r r

a q q ma m q m q

q M

   
   

 

    

   
          

   


    


 (105) 

Na osnovu (99) i (100), iz prethodnog izraza sledi 

 

1
1 1

2 2( 1 )

( 1) 1 1
2 ( 1) 2( 1 ) ,

1 sin(2 1) sin(2 1)

1, , .

q
M

q M q

a
qa M q a

M q q

q M

 

 
  

 

 
         

 
 (106) 

Sistem (106) sadrži ( 1) 2M     nezavisnih jednačina (prvih ( 1) 2M     jednačina je nezavisno). 
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Koeficijenti optimalnog signala dobijaju se iz (101) i (106) i mogu se napisati kao 

 
1

1
2 2

( 1) 2( 1) (2 1) 2( 1) (2 1)
, 1, , ,

2( 1) sin(2 1) sin(2 1)

q

q

a M q M q
a q M

M q q 

 
        
      

  (107) 

ili kao  

 1
2( 1 ) 2

( 1) 2 1 2 1
, 1, , ,

2( 1) sin(2 1) sin(2 1)

M q

M q

a q q
a q M

M q q 

 


 

   
      

  (108) 

gde su 1a  i   dati izrazima (93) i (94), respektivno. Optimalni signali su potpuno određeni sa 
koeficijentima uz osnovni (93) i više parne harmonike (107) (ili (108) umesto (107)). Koeficijent 1a  je 
izražen u funkciji broja viših uzastopnih parnih harmonika ,M  dok su koefijienti 2qa  izraženi u funkciji 
M  i reda harmonika.  

3.1.2.1. Primeri optimalnih signala 

Odredimo prvo čemu teži optimalan signala kada .M   Za ,M   koeficijent 1a  teži 

 1

π π π π π
lim lim ( 1)sin lim sinc sinc(0) ,

2( 1) 2 2( 1) 2 2M M M
a M

M M


  
    

 
 (109) 

gde je sinc( ) (sin ) .x x x  Koeficijenti 2 ,qa  1, , ,q M   mogu se napisati u obliku 
1

1
2

2 ( 1) 1 1 1 1 1
.

π (2 1)sinc(2 1) (2 1)sinc(2 1) 2( 1) sinc(2 1) sinc(2 1)

q

q

a
a

q q q q M q q   

 
   
             

  (110) 

Za ,M   0,   lim sinc(2 1) 1,
M

q 


    

 1 1
2

21 1
lim ( 1) lim ,

2 1 2 1 π
q

q
M M

a
a

q q


 

 

 
     

  (111) 

što je na osnovu (109) jednako 

 
1

2 2

2( 1)
lim , 1, , .

4 1

q

q
M

a q M
q







 


  (112) 

Iz (109) i (112) sledi 

 
1

even 2
1

π ( 1)
lim ( ) 1 cos 2 cos 2 .

2 4 1

q

M
q

w q
q

  








  

  (113) 

Izraz (113) je identičan razvoju u Furijeov red tzv. polusinusoidalnog signala (eng. half-sine waveform) 
koji je na osnovnoj periodi opisan sa 

 half-sine

πcos , | | π 2,
( )

π 2 | | π.0,
w

 





   
 (114) 

Izrazi (115)-(118) prikazuju optimalne signale even ( )w   za 1, ,4.M    Optimalni signali za 1M   i 
2M   su poznati od ranije [9]. Optimalni signali even ( )w   za 3M   i 4M   su prvi put prikazani u 

ovom tehničkom rešenju. Njihovi koeficijenti su određeni iz izraza (93) i (107). 

Za 1,M   optimalan signal glasi (nule su u 3π 4  i 5π 4)  

 even

1
( ) 1 2 cos cos 2 .

2
w        (115) 

Za 2,M   optimalan signal glasi (nule su u 2π 3,  π  i 4π 3)  

 even

3 7 1

2 12 12
( ) 1 cos cos2 cos4 .w          (116) 

Za 3,M   optimalan signal glasi (nule su u 5π 8,  7π 8,  9π 8  i 11π 8)  

 even

12 5 2 2 1 3 2 4
( ) 1 2 2 2 cos cos2 cos 4 cos6 .

8 4 8
w        

       (117) 

Za 4,M   optimalan signal glasi (nule su u 6π 10,  8π 10,  π,  12π 10,  i 14π 10)  

 even

5( 5 1) 7 5 3 47 19 5 11 5 23 7 3 5
( ) 1 cos cos 2 cos 4 cos 6 cos8 .

4 20 40 40 20
w           

        (118) 
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Na slici 1.a prikazani su optimalni signali even ( )w   za 1, ,4,M    kao i half-sine ( ).w   Na slici 1.b prikazan 
je onaj deo osnovne periode na kojem se nalaze nule optimalnih signala za 1, ,4.M     

 

Slika 1. a) Primeri optimalnih signala sa vremenski konstantnom komponentom, osnovnim i uzastopnim parnim 
harmonicima, b) uvećan detalj koji prikazuje nule signala. 

3.1.3. Numerička verifikacija 

U ovom odeljku opisana je nezavisna numerička verifikacija analitičkih izraza za koeficijente 
optimalnog signala even ( )w   koji su izvedeni u prethodnom delu ovog tehničkog rešenja. Numerički 
pristup je baziran na određivanju maksimuma minimum funkcije. Vrednosti koeficijenata optimalnog 
signala even ( )w   koje su dobijene numeričkim putem su u saglasnosti sa vrednostima koje se mogu 
izračunati iz analitičkih izraza izvedenih u ovom tehničkom rešenju.  

Za opisivanje numeričkog postupka, primetiti da se signali tipa (6) mogu napisati u obliku 

 even 1 2 1
1

( ) 1 cos cos(2 ) 1 ( ),
M

m M
m

w a m a f    


 
     

 
  (119) 

gde su 2 2 1 ,m ma a   1, ,m M   i  

 2
1

( ) cos cos(2 ).
M

M m
m

f m   


   (120) 

U ovoj formulaciji, određivanje maksimalne vrednosti koeficijenta uz osnovni harmonik nenegativnog 
signala tipa even ( )w   je sveden na ekvivalentan problem određivanja maksimalne vrednosti koeficijenta 

1a  koja zadovoljava 
 11 ( ) 0.Ma f    (121) 

Označimo sa 
 2 2( , , ) min ( ),M M MF f


    (122) 

minimum funkciju pridruženu funkciji ( ).Mf   Na osnovu (121), 1a  i 2 2( , , )M MF    zadovoljavaju 
relaciju  
 1 2 21 ( , , ) 0.M Ma F     (123) 

Za zadatu M  torku 2 2( , , )M   postoji jedinstvena najveća vrednost koeficijenta 1,a  koju ćemo 
označiti sa 1 2 2( , , ).MA    Lako se vidi da za tu najveću vrednost, relacija (123) postaje jednakost, što 
se može formulisati kao  

 1 2 2
2 2

1 1
( , , ) .

( , , ), min ( )M
M M M

A
F f



 
  

   


 (124) 

Neka je sa *
1A  označena maksimalnu vrednost od 1 2 2( , , ).MA    Ta maksimalna vrednost se može 

odrediti na sledeći način  

  
2 2

2 2

*
1 1 2 2

, ,

, ,

1
max ( , , ) .

max min ( )M

M

M

M

A A
f 

 

 


  
 
 





  (125) 

Na osnovu prethodnog, *
1A  je maksimalna moguća vrednost koeficijenta 1a  signala (119). 

Tipično, minimum funkcija nije diferencijabilna funkcija (npr. [35]-[37]). Prema tome, *
1A  se ne 

može odrediti pristupom koji je baziran na određivanju kritičnih tačaka funkcije. Zbog toga se za 
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određivanje maksimalne vrednosti koeficijenta 1a  mora koristiti drugačiji pristup. 

U nastavku ovog odeljka, optimizacioni problem opisan sa (125) je tretiran numerički. 

Lako se vidi da tačnost parametara koji se dobijaju opisanom numeričkom procedurom zavisi od 
koraka step  za ,  kao i izabrane mreže u M  dimenzionalnom parametarskom prostoru 2 2( , , ).M   

Na primer, za 3,M   4
2,step 4,step 6,step 10 ,       [π 2,π]   (zbog simetrije kosinusnog signala i 

činjenice da cos 0   za [π 2,π]  ) i 4
step 10   dobili smo *

1 1, ,5307A   2 0, ,4022   

4 0,0681,   i 6 0, .0195   Odgovarajuće numeričke vrednosti koeficijenata optimalnog signala su 

1 1,5 ,307a   2 0,6 ,157a   4 0, ,1042a    i 6 0,0 .298a   Prve četiri značajne cifre se poklapaju sa 
vrednostima koje se mogu izračunati iz analitičkih izraza za koeficijente optimalnog signala za 3M   
(videti npr. (117)).  

Kao drugi primer, za 4,M   3
2,step 10 ,   3

4,step 5 10 ,    4
6,step 2 10 ,    4

8,step 10 ,   [π 2,π]   
i 3

step 10   dobili smo *
1 1, ,545A   2 0, ,409   4 0, 3,07    6 0,0258   i 8 0, 9.00    

Odgovarajuće numeričke vrednosti koeficijenata optimalnog signala su 1 1, ,545a   2 0, ,632a   

4 0, ,113a   6 0,0399a   i 8 0, .0139a    Prve četiri značajne cifre se poklapaju sa vrednostima koje se 
mogu izračunati iz analitičkih izraza za koeficijente optimalnog signala za 4M   (videti npr. (118)). 

3.2. Maksimalna efikasnost klase-F i inverzne klase-F pojačavača snage sa 
konačnim brojem harmonika 

Električna šema pojačavača snage prikazana je na slici 2.a. Na slici 2.b je prikazana ravan strujnog 
generatora, kao i ravan kućišta. Virtuelni unutrašnji (eng. intrinsic) krajevi u ravni strujnog generatora su 
smešteni na samom aktivnom elementu. Signali na strujnom generatoru se nazivaju unutrašnji signali, uni  
i un ,v  i na njih ne utiču parazitni elementi. Klasa rada pojačavača snage se utvrđuje na osnovu signala u 
ravni strujnog generatora [19]. U nastavku ovog odeljka posmatrani su unutrašnji signali uni  i unv  na 
strujnom generatoru. 

 

Slika 2. a) Električna šema pojačavača snage, b) električna šema izlaznog dela kola pojačavača snage. Ravan strujnog 
generatora i ravan kućišta tranzistora označene su tačkastim linijama.  

Označimo signal, koji osim vremenski konstantne komponente i osnovnog harmonika, sadrži i sve 
više neparne harmonike do (2 1)K   vog sa odd ( ),w   

 odd 1 (2 1)
1

( ) 1 cos cos(2 1) ,
K

k
k

w b b k  


      (126) 
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gde  označava ,t  1 0b   i (2 1) 0.Kb    

Pretpostavimo za F-klasu pojačavača sa konačnim brojem harmonika da su signali na strujnom 
generatoru opisani sa 

 dc even

dc odd

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0,
M

K

i I w

v V w

 
 
 

 
 (127) 

gde je dc 0,I   dc 0,V   a even ( )w   i odd ( )w   su dati sa (6) i (126), respektivno. Za dualnu klasu, inverznu 
klasu-F sa konačnim brojem harmonika, pretpostavimo da su signali na strujnom generatoru opisani sa 

 dc odd

dc even

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0.
K

M

i I w

v V w

 
 
 
 

 (128) 

Efikasnost   pojačavača snage može se izračunati iz osnovnih parametara I  i V  strujnog i 
naponskog signala [1] korišćenjem relacije 2.I V    Za klasu-F pojačavača snage je 1I a   i 1.V b   
Za inverznu klasu-F pojačavača snage je 1I b   i 1.V a   Označimo sa even ( )M   maksimalnu vrednost 
koeficijenta 1a  signala even ( ),w   a sa odd ( )K   maksimalnu vrednost koeficijenta 1b  signala odd ( ).w   U 
tom slučaju, maksimalna efikasnost klase-F sa konačnim brojem harmonika jednaka je 

 max even odd

1
( , ) ( ) ( ),

2
M K M K      (129) 

gde even ( )M   i odd ( )K   označavaju maksimalne vrednosti koeficijenata uz osnovni harmonik signala 

even ( )w   i odd ( ),w   respektivno. Primetiti da je max ( , )M K  ujedno i maksimalna efikasnost inverzne 
klase-F sa konačnim brojem harmonika. U inverznoj klasi-F signali su dualni, signal struje sadrži 
neparne harmonike, dok signal napona sadrži više parne harmonike.  

Maksimalna vrednost koeficijenta even ( )M   je određena u ovom tehničkom rešenju, i na osnovu (93) 
ona iznosi 

 even

π
( ) ( 1)sin .

2( 1)
M M

M
   


 (130) 

Na osnovu (109),  

 even

π
lim ( ) .

2M
M 


  (131) 

Maksimalna vrednost koeficijenta odd ( )K   iznosi [12] 

 odd

2 π
( ) ctg .

( 2) 2( 2)
K

K K
  

 
 (132) 

Kada ,K   parametar odd ( )K   teži 

 odd

π
cos

4 42( 2)
lim ( ) lim .

ππ πsinc
2( 2)

K K

K
K

K

 

 

 



 (133) 

Na osnovu (129), (130) i (132), maksimalna efikasnost klase-F (inverzne klase-F) pojačavača snage 
sa konačnim brojem harmonika jednaka je 

 max

( 1) π π
( , ) sin ctg .

( 2) 2( 1) 2( 2)

M
M K

K M K
 


  

 (134) 

Maksimalna efikasnost klase-F (inverzne klase-F) sa konačnim brojem harmonika data izrazom (134) u 
funkciji broja uzastopnih parnih harmonika M  u signalu struje (napona) i broja uzastopnih neparnih 
harmonika K  u signalu napona (struje), prikazana je na slici 3. 
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Slika 3. Maksimalna efikasnost klase-F i inverzne klase-F pojačavača snage. 

Osim toga, iz (131) i (133) sledi da  

 max even odd

1 1 π 4
lim ( , ) lim ( ) lim ( ) 1.

2 2 2 πK M K
M

M K M K   

  


       (135) 

Sa beskonačno mnogo harmonika i u signalu struje i u signalu napona dobija se tzv. idealna klasa-F 
(inverzna klasa-F) čija je efikasnost jednaka 1. 

Važan specijalan slučaj predstavlja pojačavač snage klase-F (inverzne klase-F) sa N  harmonika. U 
tom slučaju signal struje (napona) sadrži parne harmonike do N  tog, dok signal napona (struje) sadrži 
neparne harmonike do N  tog. Razlikujemo dva slučaja u zavisnosti od parnosti broja .N  

i) N  je paran broj. Tada je 2,M N  2 1,K N   i iz (134) se dobija  

 max

π
( ) cos , parno .

2
N N

N
 


  (136) 

Primetiti da se ova maksimalna efikasnost poklapa sa maksimalnom efikasnošću (5) klase-C i inverzne 
klase-C sa N  harmonika. 

ii) N  je neparan broj. Tada je ( 1) 2M K N    i iz (134) se dobija  

 max

1 π π
( ) sin ctg , neparno .

3 1 3

N
N N

N N N
 


  

 (137) 

Maksimalna efikasnost koja odgovara klasi-F (inverznoj klasi-F) sa N  harmonika označena je 
podebljanom cik-cak linijom na slici 3. Izračunate vrednosti maksimalne efikasnosti do 10N   za 
klasu-F, sa prikazanim harmonijskim sadržajem u signalima napona i struje, date su u tabeli 2. Za 
inverznu klasu-F potrebno je samo zameniti harmonijski sadržaj signala struje za signal napona i 
obrnuto. 

Tabela 2. Maksimalna efikasnost klase-F pojačavača snage sa N harmonika. 

N  
Harmonici u 

( )i   
Harmonici u 

( )v   
  

1 1 1 1 2 0,5000  

2 1,2 1 2 2 0,7071  

3 1,2 1,3 2 3 0,8165  

4 1,2,4 1,3 3 2 0,8660  

5 1,2,4 1,3,5 3(1 2) 8 0,9053   

6 1,2,4,6 1,3,5 ( 2 2 ) 2 0,9239   

7 1,2,4,6 1,3,5,7 2 (2 2)(5 2 5) 2 0,9422    

8 1,2,4,6,8 1,3,5,7 2(5 5) 4 0,9511   

9 1,2,4,6,8 1,3,5,7,9 5( 5 1)(2 3) 24 0,9611    

10 1,2,4,6,8,10 1,3,5,7,9 ( 6 2) 4 0,9659   
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Rezultat dobijen u ovom tehničkom rešenju omogućava određivanje još jedne maksimalne efikasnosti 
koja do sada nije bila poznata. Preciznije, to je maksimalna efikasnost klase-F (inverzne klase-F) 
pojačavača snage kada je signal napona (struje) u vidu povorke pravougaonih impulsa, dok signal struje 
(napona) osim vremenski konstantne komponente i osnovnog harmonika, sadrži i uzastopne parne 
harmonike do 2M  tog. Signal u vidu povorke pravougaonih impulsa, osim vremenski konstantne 
komponente i osnovnog harmonika, sadrži sve neparne harmonike (ovaj signal sadrži beskonačno mnogo 
neparnih harmonika i svi parni harmonici jednaki su nuli). Ova efikasnost može se odrediti kao granična 
vrednost efikasnosti (134) za ,K   

 max max

2( 1) π π
( ) lim ( , ) sin sinc .

π 2( 1) 2( 1)K

M
M M K

M M
 




  

 
  (138) 

Dualan slučaj je kada je jedan od signala u strujno-naponskom paru polusinusoidalan signal (114). 
Polusinusoidalan signal, osim vremenski konstantne komponente i osnovnog harmonika, sadrži sve 
parne harmonike (ovaj signal sadrži beskonačno mnogo parnih harmonika i svi neparni harmonici osim 
osnovnog jednaki su nuli). U ovom slučaju, maksimalna efikasnost se takođe može dobiti kao granična 
vrednost efikasnosti (134) za .M   Ovim postupkom dobija se izraz (4). 

3.3. Kako je realizovano tehničko rešenje i gde se primenjuje, odnosno koje 
su mogućnosti primene 

Tehničko rešenje obuhvata analitičku metodu za određivanje optimalnih signala sa osnovnim i 
uzastopnim parnim harmonicima koji se javljaju u klasi-F i inverznoj klasi-F pojačavača snage. 
Koeficijenti optimalnih signala su određeni u analitičkom obliku u funkciji broja uzastopnih parnih 
harmonika i reda harmonika. Poznavanje optimalnih signala je omogućilo određivanje maksimalnih 
efikasnosti za klasu-F i inverznu klasu-F pojačavača snage sa konačnim brojem harmonika. To su ujedno 
i maksimalne efikasnosti kontinualne klase-F i kontinualne inverzne klase-F sa konačnim brojem 
harmonika. Do ovog tehničkog rešenja ove maksimalne efikasnosti nisu bile poznate.  

Ostvareni rezultati u okviru ovog tehničkog rešenja su praktično primenljivi u procesu projektovanja 
pojačavača snage u klasi-F i inverznoj klasi-F, s obzirom da poznavanje optimalnih signala omogućava 
da dizajn pojačavača snage bude baziran na “waveform engineering”-u. Osim toga, ovi rezultati 
omogućavaju procenu kvaliteta ostvarenog dizajna kroz poređenje ostvarene i teorijski maksimalno 
dostižne efikasnosti, u zavisnosti od izabranog harmonijskog sadržaja u signalima napona i struje. Zbog 
toga je za projektovanje pojačavača snage važno poznavanje maksimalne efikasnosti za različite klase 
rada pojačavača. 

Predloženo tehničko rešenje koriste istraživači sa Fakulteta tehničkih nauka u Novom Sadu u 
aktivnostima koje se odnose na analizu pojačavača snage, kao i za dalja istraživanja.  

U nastavku istraživanja biće ispitana mogućnost modifikacije opisane metode za određivanje 
optimalnih signala sa drugačijim harmonijskim sadržajem. 
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